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Introduzione

La teoria della trasmissione numerica su un canale disturbato, nata negli anni
’40 con i primi lavori di Shannon [24], e sviluppatasi poi negli anni ’50 e 60,
ha vissuto nell’ultimo decennio una rapida evoluzione, a partire dall’introdu-
zione nel 1993 degli schemi noti come turbo codici [5]. Tali schemi si basano
sull’'uso di codificatori convoluzionali concatenati, in serie o in parallelo, e di
un algoritmo di decodifica iterativo subottimo, che garantisce un eccellente
compromesso tra prestazioni, in termini di probabilita di errore in funzione
del rapporto tra potenza del segnale trasmesso e del rumore, e complessita,
in termini di numero di operazioni di macchina necessarie per la decodifica.
L’introduzione dei turbo codici ha costituito un enorme passo in avanti per la
teoria dell’informazione perché per la prima volta si sono raggiunti risultati
molto vicini ai limiti indicati dalla teoria di Shannon. Da un punto di vista
pratico, le ottime prestazioni dei turbo codici e la loro bassa complessita ne
hanno permesso l'introduzione come standard in numerose importanti ap-
plicazioni quali ad esempio la comunicazione cellulare di terza generazione
(UMTS).

Nella seconda meta degli anni '90 poi, in seguito al grande interesse nato
nella comunita scientifico-ingegneristica intorno ai turbo codici, fu riscoperta
un’altra famiglia di codici altrettanto efficiente, quella dei codici a bassa den-
sita (LDPC). I codici a bassa densita erano stati introdotti da Gallager nella
sua tesi di dottorato del 1960 [13], poi sostanzialmente dimenticati (anche
perché la tecnologia di allora non permetteva di effettuare simulazioni che ne
mostrassero Ueffettiva bonta), quindi riscoperti nel 1995, vedi [20], [26] [34].
Anche i codici LDPC sono decodificati con un algoritmo iterativo subottimo,
noto con il nome di ‘belief propagation’ [29], che sfrutta la sparsita del grafo
di Tanner associato a tali codici per limitare la complessita computazionale:
e stato dimostrato, nel contesto dei grafi fattoriali, che i due algoritmi di
decodifica dei codici LDPC e dei codici turbo sono istanze di un medesimo,
pit generale algoritmo (vedi [17]). I codici a bassa densita con decodifica
belief propagation hanno mostrato di avere prestazioni paragonabili, e in al-
cuni casi migliori di quelle dei turbo codici (si veda ad esempio [8]). L’ottimo



compromesso tra performance e complessita che garantiscono ne ha favorito
I’applicazione pratica: tra le piu importanti, la prima e costituita dai nuovi
standard per il broadcasting video digitale via satellite.

Finora, sia i turbo codici che i codici LDPC sono stati usati soprattutto
con modulazioni binarie, al fine di ottenere grandi guadagni di codifica. 11
numero sempre crescente di applicazioni caratterizzate da congestione della
banda di frequenze disponibili, motiva la ricerca di schemi di trasmissione
che coniughino tali guadagni di codifica con un’elevata efficienza spettrale.
Questo ha incentivato i tentativi di progettare codici turbo e a bassa densita
congiuntamente a schemi di modulazione di alto livello non binari.

Esistono sostanzialmente due approcci a tale problema: uno che possia-
mo chiamare pragmatico e un altro unificato. Nell’approccio pragmatico si
procede progettando e ottimizzando indipendentemente un codice binario e
una modulazione di alto ordine; si procede poi ad ottimizzare la mappatu-
ra dei blocchi di bit sui segnali della modulazione. Il principale vantaggio
di questo approccio e costituito dalla possibilita di applicarlo a trasmissioni
nelle quali il rate deve poter essere variato in tempo reale in funzione del
canale; gli inconvenienti sono che i margini di ottimizzazione congiunta sono
scarsi (ridotti alla sola mappatura dei bit sui segnali della modulazione), e
che le prestazioni possono essere stimate essenzialmente solo per mezzo di
simulazioni numeriche, non fornendo la loro analisi teorica risultati apprez-
zabili. Nell’approccio unificato, invece, i codici sono progettati e ottimizzati
tenendo conto della costellazione scelta: questa soluzione presenta una mi-
nore flessibilita nelle applicazioni, ma consente di avere piu ampi margini di
ottimizzazione.

Molte modulazioni importanti sono basate su costellazion: simmetriche
che ammettono struttura di gruppo compatibile con la distanza euclidea. In
questo caso ¢ naturale considerare codici che abbiano struttura di gruppo
compatibile con quella della costellazione [12], [18]. In particolare i codici
geometricamente uniformi godono della ‘Uniform Error Property’, i.e. l'in-
dipendenza della parola trasmessa, proprieta che ne semplifica considerevol-
mente lo studio teorico, rendendo effettivamente possibile determinarne le
prestazioni per via analitica.

Uno degli esempi fondamentali che consideriamo in questa tesi e la co-
stellazione m—PSK, che ammette struttura di gruppo Z,,. I codici lineari su
Z,, hanno naturalmente struttura di modulo e si prestano a considerazioni
simili a quelle impiegate nel caso dei codici su campi. Nel caso binario ¢ ben
noto che i codici lineari permettono di raggiungere la capacita di Shannon
sul canale gaussiano additivo con modulazione 2-PAM [15]. Uno dei risultati
principali di questa tesi e ’estensione di tale affermazione al caso del canale
gaussiano additivo con costellazione 2"-PSK: si tratta di un risultato non



banale dal momento che, come verra mostrato, altre costellazioni presentano
ostruzioni algebriche all'uso di codici Z,,~lineari.

Vengono poi analizzate le prestazioni dei codici a bassa densita su Z,,.
Tale analisi e effettuata supponendo di utilizzare la decodifica ottima, quella
di massima verosiglianza (ML), seguendo la linea di [21], [23], [4]. Come gia
detto, nella pratica non si usa questo tipo di decodifica perché troppo one-
rosa dal punto di vista computazionale, ma quella subottima dell’algoritmo
belief propagation. Il vantaggio dell’analisi dei codici LDPC con decodifica
ML e che questa e notevolmente piu semplice: essa fornisce delle stime dal-
I’alto delle prestazioni con decodifica belief propagation e permette inoltre di
individuare criteri per I'analisi della struttura intrinseca di tali codici (gir-
th, etc.). Il risultato principale dell’analisi dei codici LDPC su Z,, svolta in
questa tesi e che, per delle opportune scelte dei parametri, tali codici, cosi
come quelli binari (si vedano [13], [21]) raggiungono le prestazioni dei codici
Z,~lineari. Nel caso del canale gaussiano aditivo con modulazione 2"-PSK,
possiamo concludere quindi, grazie al risultato ottenuto per i codici lineari
cui accennavamo prima, che i codici a bassa densita raggiungono capacita.

Nel primo capitolo richiamiamo alcuni risultati della teoria classica di
Shannon con l'intento di introdurne gli strumenti fondamentali, strumenti che
vengono utilizzati nei capitoli seguenti: in particolare I'idea chiave di mediare
su ensemble di codici piuttosto che analizzare le prestazioni di un singolo
codice, per poi fare affermazioni di tipo probabilistico su tali ensemble.

Nel secondo capitolo si introduce una classe di canali simmetrici, famiglia
che comprende il canale gaussiano additivo con gli ingressi vincolati a stare su
una costellazione geometricamente uniforme e alcune sue opportune quantiz-
zazioni. Si ricavano poi due stime per le prestazioni di singoli codici a blocco
su tali canali: la prima e il classico Battacharyya bound, mentre ’altra fa
uso delle tecniche di randomizzazione per codici deterministici recentemente
introdotte in [25].

Nel terzo capitolo vengono studiate le prestazioni di ensemble classici di
codici Z,,—lineari su canali Z,,—simmetrici. Viene introdotto un nuovo pa-
rametro di soglia per la comunicazione affidabile con codici Z,,~lineari, la
Ly, —capacita del canale: si mostra come per alcune costellazioni tale para-
metro coincida con la capacita classica, mentre per altre ne e strettamente
inferiore. Le prime costellazioni non presentano alcuna ostruzione algebrica
all’uso di codici a blocco Z,,~liberi (tra queste la 2"-PSK), mentre le seconde
si (tra queste la 2-PAMx3-PSK).

Nel quarto capitolo vengono introdotti i codici a bassa densita su Z,, a
partire dal loro grafo di Tanner. Si ricava, facendo uso di tecniche simili a
quelle di [23] e [4], una stima della probabilita di errore di ensemble arbitrari
di codici a blocco Z,,—lineari in funzione degli spettri medi di distanze del-



I’ensemble, stima studiata ad hoc per gli ensemble di codici a bassa densita.
Dallo studio di tali spettri medi di distanze si ottengono ’esatto andamento
asintotico della probabilita media di errore degli ensemble di codici LDPC,
andamenti che sono polinomialmente decrescenti a 0, quindi non esponenziali
come quelli degli ensemble di codici Z,,—lineari. Infine, si applicano tecni-
che di expurgation per ottenere andamenti asintotici arbitrariamente vicini a
quelli degli ensemble classici Z,,~lineari.



Capitolo 1

Il teorema di Shannon

1.1 Canali senza memoria con ingresso di-
screto

Fissato un insieme finito X', indichiamo con P(X) I'insieme delle distribuzioni
di probabilita su X. P(X) ¢ un sottoinsieme convesso e compatto di RI¥I,
In questa tesi useremo, fissata arbitrariamente una base a > 0, le notazioni
log(x) :=log,(x) e exp(z) := a®. L’entropia di una distribuzione p € P(X)

e data da
H(p) ==~ p(x)logp(x).
TeEX
Se la base del log ¢ 2 I'unita di misura dell’entropia ¢ il bit (binary digit), se
e il numero di Nepero e 'unita di misura ¢ il nat. La funzione

H:P(X)— [0,log|X|]

€ continua e concava.

Se X & una variabile aleatoria su X' di distribuzione px € P(X), chiamia-
mo entropia di X e la indichiamo con H(X) il valore H(py). Intuitivamente
H(X) & una misura dell’incertezza della variabile aleatoria X: H(X) assume
il suo valore massimo log |X| quando X ¢ distribuita uniformemente su X
(massima incertezza), mentre H(X) si annulla quando X ¢ costante (nessu-
na incertezza). Infine, se z € [0, 1], poniamo H(x) pari all’entropia di una
variabile aleatoria di distribuzione Bernoulli di parametro x. Tale abuso di
notazione non causera problemi quando sara chiara la natura dell’argomento
di H.

Date due variabili aleatorie discrete X e Y su X e Y rispettivamente, con
X finito e Y finito o numerabile, di distribuzione congiunta pxy € P(X x)),



definiamo 'entropia di Y condizionata a X come

HY|X): ZZPXY z,y) log py|x(zly) ,

TeX yey

dove py|x ¢ la distribuzione di X condizionata a Y. Definiamo poi la mutua
informazione di X e Y

[(X;Y):=H(Y) - H(Y|X)

Introduciamo ora il concetto di canale discreto senza memoria (DMC).
Formalmente un DMC con insieme degli ingressi finito X, e insieme delle
uscite ) finito o numerabile, ¢ una famiglia di distribuzioni di probabilita di
transizione

{(W(lz) e POV)}eex -

Intuitivamente W (y|z) rappresenta la probabilita che in uscita del canale
si abbia il valore y, dato che in ingresso c’e il valore x. La proprieta di
assenza di memoria si estrinseca nel fatto che l'utilizzo del canale per N
volte consecutive e descritto dalle probabilita di transizione

Wi (ylx) = HW(yz|$z) ;

in altri termini I’i—esima uscita e influenzata solo dall’i—esimo ingresso, e tale
dipendenza e invariante nel tempo, cioe dalla posizione i nella sequenza.
Sia X una variabile aleatoria di distribuzione px. A partire da X e dal
canale di probabilita di transizione W si puo definire una variabile aleatoria
Y su Y descritta congiuntamente ad X dalla distribuzione pxy € P(X x ))
data da
pxy(@,y) = Px(x)W(y|z) .

Si noti che la distribuzione marginale di Y e quindi data da

ZPX W (y|x)

TEX

Con questo modello la mutua informazione di X e Y e funzione solo della
distribuzione in ingresso px € P(X) e del canale {W (:|x) € P(Y)}rex:

W(yle)
=2 2 px(e)Whle)log | =i

yey zekX Sex



Per ogni canale discreto senza memoria {W(:|z) € P(Y)}zex fissato,
P(X) 3 px = I(X;Y) € [0, log|X]]

e una funzione continua e concava. Il massimo valore della mutua informa-
zione I(X;Y) al variare di px in P(X) dunque esiste poiché si tratta di una
funzione continua definita su un insieme compatto. Tale valore, funzione del
canale, viene chiamato capacita e indicato con

C=C({W}) = pxnel%i{X)KX’Y) :
Il teorema di Shannon, che enunceremo formalmente nel paragrafo 1.2, carat-
terizza la capacita di un canale senza memoria come un limite fondamentale
alla quantita di informazione che si puo trasmettere in modo affidabile sul
canale stesso.

Possiamo generalizzare al caso di insieme delle uscite continuo ) = R",
sempre con insieme degli ingressi X" finito. Sia P(R™) I'insieme delle densita
di probabilita su R”. Un canale senza memoria con ingressi discreti X e
uscite continue R™ una famiglia di densita di probabilita su R"

{W(lz) € P(R")Jacx -

Siano ora X una variabile aleatoria a valori in X di distribuzione px € P(X),
e Y una variabile aleatoria a valori in R™ distribuita congiuntamente a X
secondo la legge pxy € P(X x R")

pxy (A, ) = px(z) /A W(y|z)dy, AeBR"),zeX,

dove B(R") indica I'insieme dei Boreliani di R". La mutua informazione di
X e Y si definisce come

W (y|z)
> px(2)W(yl2)

zEX

I(X;Y) =) px() - W(ylz)log dy .

reX

Quando tale valore ¢ ben definito per ogni px € P(&X), la funzione
PX)apx— I(X;Y)€ER

e a valori positivi, convessa e continua. Analogamente al caso di Y discreto,
si definisce la capacita del canale {W (-|x) € P(R")},cx come

C:= max I(X;Y).

px €P(X)
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Si puo mostrare (vedi [15], [9]) che la capacita di un canale senza memoria
ad ingresso discreto e uscita continua puo essere espressa come l’estremo su-
periore della capacita dei DMC che si ottengono quantizzando 'uscita. In
particolare si supponga che, per ogni x € X', W(+|z) sia una densita di pro-
babilita su R™ tale che W (-|x) log(W (-|z)) sia integrabile secondo Riemann.
Per ogni A > 0, si consideri il canale discreto senza memoria

{(Wallz) € P(Z")}rex

definito da
Walile) = [ Widsle)
Iaz

dove
Ing = (11 — DA 1Al x oo x ((4n — DA, i, AL

Sia Ca la capacita di tale canale. Allora

1.2 Codici a blocco e probabilita di errore

Supporremo, a partire da questo momento, che esista uno spazio di proba-
bilita (€2,.4,P) sul quale siano ben definite tutte le variabili aleatorie che
consideremo nel seguito.

Fissiamo un canale di trasmissione senza memoria ad ingresso discreto
(W(|z) € PO sex.

Un codice a blocco C di lunghezza N e cardinalita M su X € un elemento
di (XM)M ] ie.

C:(Xl,...,XM), XjGXN.

Il rate di C e definito come il rapporto tra il logaritmo della sua cardinalita

e la sua lunghezza
log M
R = 62
N
Come si vede, un codice stato definito come una M—upla ordinata di parole
in XV; sono possibili dunque ripetizioni della stessa parola. Definiamo allora,

il supporto di un codice a blocco C come

suppC = {x1,...,Xp} -

Diciamo inoltre che una parola di informazione i € {1,..., M} & degenere se
x; appare piu di una volta nel codice C, i.e. se

dje{l,....M}\{i} tec x;=x;.

8



Un codice a blocco di cardinalita M si dice non degenere se tutte le parole di
informazione i € {1,... M} sono non degeneri; si osservi che per un codice
non degenere C si ha

|suppC| = M .

Sia dato un codice a blocco C € (XM)M. Sia U una variabile aleatoria di
distribuzione uniforme sull’insieme {1,..., M}; U rappresenta la parola di
informazione da trasmettere. Associamo ad U in modo deterministico la
variabile aleatoria X = xy a valori in XV. Da X e dal canale si ottiene
al solito la variabile aleatoria Y su VV. La descrizione probabilistica della
coppia (U,Y) & data dalla distribuzione pyy € P({1,..., M} x V") definita
da

] 1
puy(j,y) = MWN(Y|XJ') -

Un decodificatore per il codice C € una mappa
Oe: YV —={0,...,M} .

I1 valore ®¢(y) rappresenta la stima da parte del ricevitore della parola di
informazione U trasmessa, a partire dall’osservazione dell’uscita y del canale;
ammettiamo che il decodificatore possa assumere il valore 0 in corrispondenza
di un segnale di mancata decodifica.

La probabilita di errore della coppia codice-decodificatore P(e|C, ®¢) vie-
ne definita come la probabilita dell’evento ®¢(Y) # U, i.e.

PelC, @c) == P({Be(Y) £ U} = 3737 P(ele, @c.i)

dove
P(e|C, D¢, i) :=P(Pe(Y) #U|U =) = P(Pe #i|U =1) .

Usiamo la notazione P(e|C, ®¢) piuttosto che P(e|C, ®¢) per enfatizzare il fat-
to che la probabilita di errore & funzione deterministica della coppia (C, ®¢),
una volta fissato il canale di trasmissione.

La probabilita di errore costituisce il parametro fondamentale di misura
delle prestazioni di un sistema di trasmissione.

Possiamo ora enunciare una versione del teorema di Shannon. Tale teo-
rema afferma che la trasmissione affidabile, i.e. con probabilita di errore che
possa essere resa arbitrariamente piccola, e possibile solo a rate minori della
capacita del canale.



Teorema 1 (Shannon)
Sia fissato un canale senza memoria con ingresso discreto {W(-|x) € P(V) }rex
di capacita C. Allora:

e per ogni R tale che 0 < R < C', e per ogni € > 0, esistono un codice a
blocco C su X di rate R > R ed un decodificatore ®¢ tali che

P(e|C, (I)c) <e€

e per ogni R tale che R > C', esiste una costante K > 0 tale che qualun-
que codice a blocco C su X di rate R, con qualsiasi decodificatore ®¢,
abbia probabilita di errore limitata dal basso da K :

P(@‘C,(I)c) > K.

La dimostrazione della seconda affermazione —nota come teorema inverso di
codifica del canale— si ottiene piuttosto agevolmente con considerazioni di
teoria dell'informazione e si puo trovare ad esempio in [9]. Nel seguito ci
soffermeremo sulla dimostrazione della parte diretta in quanto le tecniche
dimostrative risulteranno fondamentali per ottenere i risultati di questa tesi.

1.3 La decodifica ML e il Gallager bound

Fissati un canale discreto senza memoria {W(:|z) € P())}scx ed un codice
a blocco C su X di lunghezza N e cardinalita M, ci proponiamo di trovare il
decodificatore ®¢ : C¥ — {0,1,..., M} che minimizzi la probabilita di errore
P (G‘C s (I)c)

Usiamo, fissato un insieme A, la notazione 14(x) per denotarne la fun-
zione indicatrice. Possiamo esprimere la probabilita di errore della coppia
(C,®c) come

M
P(€|C) = % Z Z WN(y|Xm)]L{z:€I>c(z)7ém}(Y)

=1lyey
1 M
1- M Z Z WN(Y|Xm)]l{z:<I>C(Z):m}(Y) .
m=1ye)y

Per ogni y € Y si ha che, indicando con 4, ; la delta di Kronecker,

M
argmax Z W (y|xm)0jm = argmax Wi (ylx;) -
j€{0,1,.. je{l,...M}

10



Definiamo il decodificatore a massima verosimiglianza (ML) come

{ m se  Wy(y|xm) > Wn(y|xn) , VR #m

0 se Ftalem (1.1)

Pyr(y) =

Si e scelto dunque di risolvere i casi dubbi, in cui il massimo della funzione
di verosimiglianza
i— W(ylx;)

non & unico in {1,..., M}, con un messaggio di mancata decodifica. Ta-
le scelta e leggermente subottima, in quanto nei suddetti casi si potrebbe
decodificare in uno dei punti di massimo della funzione di verosimiglianza,
arbitrariamente scelto. Tuttavia la definizione (1.1) ci permettera di sempli-
ficare le analisi successive, senza pregiudicarne i risultati. Si osservi che dalla
(1.1) segue che, se i € {1,..., M} & una parola di informazione degenere,
allora
P(€|C,(I)ML,’i) =1.

Dunque i codici degeneri non godono di buone probabilita di errore; tuttavia
conviene considerare anche i codici degeneri per ragioni che saranno chiare
nel seguito. Si osservi inoltre che per i codici non degeneri la probabilita di
errore con decodifica ML dipende solo dal supporto del codice e non dal suo
ordinamento.

D’ora in poi prenderemo sempre in considerazione, quando non diversa-
mente specificato, il caso di decodifica di massima verosimiglianza definita
nella (1.1). Useremo al posto di P(e|C,®yr) e P(e|lC, Pasr,i) le notazioni
pit compatte P(e|C) e P(e|C,i) rispettivamente, per indicare la probabilita
di errore del codice C con decodifica ML.

La stima seguente ha una semplice dimostrazione, ma risulta fondamen-
tale per la dimostrazione del teorema di Shannon.

Lemma 2 (Gallager bound)

Siano dati un canale senza memoria {W(-|z) € P(Y)}zex € un codice a
blocco C su X di lunghezza N e cardinalita M. Per ognip > 0,1 <m < M,
la probabilita di errore di C condizionata alla trasmissione dell” m—esima
parola, con decodifica ML, soddisfa

Plele,m) < 3 Wlype) ™ (32 Wiyl 7). (12)

yeVN m'#m

Dimostrazione
Introduciamo le regioni di decisione

D,, = {y ey . Wi (¥[%m) > W (y|[xm), Vm' # m))}, 1<m<N.
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Per A > 0 arbitrario e 1 < m < M, si definiscano gli insiemi

- N Wi (yPem) |
Ami=qy ey 'm§m<wN<yxm> =1

Si verifica che (D,,)¢ € A,,. Quindi, per ogni p > 0,

PlelC,m) = > Wn(ylxm)l(p,,)(y) <
yeYN

< S Wa(ylxm)Ia, (y) <

yeYN P
1%.% X,/ A
< ¥ WN(y\xm)< Z;é (W)) -

yeyN

= X W(Y\M)“”( > WN(Y!me)A) ,

yeIN m'#m

e, scegliendo A = 1/(1 + p), si ottiene la (1.2). [ |

Il Gallager bound costituisce una generalizzazione dello union bound, che
si ritrova prendendo p = 1 nella (1.2).

1.4 Dimostrazione del teorema di Shannon
con media sul random coding ensemble

Vi sono molte diverse dimostrazioni del teorema di Shannon. Praticamente
tutte si fondano su uno stesso principio, che e esattamente l'idea base di
Shannon: l'introduzione del concetto di ensemble di codici. Invece di ana-
lizzare la probabilita di errore di un singolo codice, compito reso difficile dal
fatto che la sua cardinalita cresce esponenzialmente con N una volta fissato
il rate R, se ne studia la media su un opportuno insieme di codici; tale ana-
lisi risulta spesso piu facile perche la statistica su un ensemble permette di
mediare quantita intrattabili per un singolo codice.

Esponiamo ora la dimostrazione della prima parte del teorema 1, cosi
come si trova nei testi classici [15] e [33]; il che ci permettera di formalizzare
una serie di risultati che saranno utili per le estensioni successive.

Fissato un canale discreto senza memoria {W(:|z) € P(Y)}sex, sia, per
ogni 0 < p<1,pePX)

Eq(p,p) = —log | Y (Zp W (y|z) 1+p)

yey \zeX
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Possiamo ora definire 1’esponente di errore del canale

E :[0,log|X|]] = R

E(R) := max { ma)/‘({) {Ev(p,p)} — pR} (1.3)

0<p<1 | peP(

Teorema 3 (Gallager)

Per ogni DMC' [’esponente di errore E(R) é una funzione continua, decre-
scente, convessa, strettamente positiva per R € [0,C), e E(C) = 0. Inoltre
E(R) dipende con continuita dal canale {W(-|z) € P(Y)}rex-

Dimostrazione
Per la dimostrazione della prima parte dell’enunciato si rimanda ai testi classici
[15] e [33]. Per quanto riguarda la dipendenza continua da W, basta osservare che

{W},p,p) = Eo({W},p,p) — pR

& uniformemente continua perché continua sull’insieme compatto (P ()11 xP(x)x
[0,1]. Da questo segue con semplici ragionamenti la continuita di E(R) come
funzione di {W}. [

Introduciamo il random coding ensemble Erc. Fissati R € [0, log | X|] ed
N € N, poniamo
M = [exp(NR)] .
Sia
C=Xy,...,Xu)
un vettore di M variabili aleatorie su X"V indipendenti tra loro, indipendenti
dalla parola di informazione U e dal canale, e uniformemente distribuite con

legge
N
p(x) = [ plo),
i=1

dove p € P(X) qualsiasi. Queste variabili aleatorie inducono naturalmente
una struttura probabilistica sull’insieme (XV)™ dei codici a blocco su X di
lunghezza N e cardinalita M. Questo spazio di probabilita si indica con
Erc(N, R) ed & noto come random coding ensemble.

Definiamo le probabilita medie di errore sull’ensemble

P(e|m) := Ec[P(e|m,C)], P(e) :=Ec[P(e|C)).

Si osservi che, poiché le parole di codice sono realizzazioni di variabili alea-
torie indipendenti e identicamente distribuite, P(e|m) non dipende da m, e
quindi

P(e) = Ec[EuP(e|U,C)] = Ec[P(e|C, 1)] = P(e[D).

13



Teorema 4

Siano dati un canale senza memoria con ingresso discreto {W (-|x) € P(Y) }rex
di esponente di errore E(R), e un R € [0,log |X|]. Si supponga di utilizzare
decodifica ML. Allora, per ogni N € N, la probabilita media di errore del
random coding ensemble Erc(N, R) soddisfa

P(e) < exp(—~NE(R)). (1.4)

Dimostrazione

Utilizzando nell’ordine il Gallager bound per 0 < p < 1 fissato, la disuguaglianza
di Jensen, l'indipendenza delle X; (si noti come sia sufficiente 'indipendenza a
coppie) e la loro equidistribuzione, si ottiene

P(e) = Ec[P(e]1,C)]

1

M L \p
< Ex1-~-ExM< 2 WN(yIXl)W< szWN(yme)m) )

yeynN
1 M 1 P
< T ElWOX) ] ( 3 B (i) )
ygyN m=2
1 1+p
= (M-1p 5 (Ex,[Wn(yX1)T7))

yeyN

1

1\ ¥
_ <M—1>p<z (zp@c)W(ymw) )

yeY \zeX
< exp(—N [Eo(p,p) — pR)).

Per il penultimo passaggio ¢ stata usata 'ipotesi che il canale sia senza memoria
e che i simboli di ciascuna parola di codice siano scelti i.i.d.. Dall’arbitrarieta di p
in P(X) edipin [0,1] segue la (1.4). |

Dal teorema precedente segue immediatamente la parte diretta del teore-
ma di Shannon. Consideriamo una successione di random coding ensemble
di rate R fissato

(SRC(Ra N))NGN )

indipendenti tra loro. Facciamo osservare che l'esistenza di uno spazio di
probabilita (€2, .4, P) sul quale sono ben definiti questi ensemble & un fatto
non ovvio (si veda [16] Cap.10) la cui dimostrazione esula dagli scopi di
questa tesi.

Poiché per ogni N il minimo della probabilita di errore sull’ensemble
Erc(N, R) & minore o uguale della media, ne segue che esiste una successione
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di codici a blocco di rate R

(CN)N = (argmin P(e[C))

ce(xN)M

tale che

P(e|Cy) < exp(=NE(R)). (1.5)

Poiche, per il Teorema 3, E(R) > 0 per ogni R < C, la (1.5) garantisce che
P(e|Cy) converga a zero esponenzialmente per N — +00.

Si osservi che il random coding ensemble Exc (R, N) contiene tutti i codici
a blocco di rate R e lunghezza N, compresi quelli degeneri. Per eliminare i
codici degeneri, infatti, sarebbe stato necessario introdurre delle dipendenze
probabilistiche tra le X;; questo avrebbe reso molto pit complessa 1’analisi
successiva.

Dalla (1.4) si possono trarre anche conclusioni ben piu forti della (1.5).
Ad esempio, poiche P(e|C) ¢ una variabile aleatoria a valori non negativi il
cui valore atteso e finito, possiamo applicare la disuguaglianza di Markov.
Arbitrariamente fissato un valore € > 0, si definiscano gli insiemi

S ={C e (X")M t.c. P(e|C) > exp(—N[E(R) —¢€])} .

Abbiamo allora che

P(A%) P(P(e|C) = exp(~N[E(R) - ¢]))
P(P(e|C) > exp(Ne)P(e))

exp(—NE) ;

VAVANI

e quindi

ZIP(A?V) < Zexp(—Ne) < 400 .

Il teorema di Borel-Cantelli permette di concludere quindi che

]P’(limsupAfV) =0;
N—+o00
dunque, fissato un rate R < C, quasi ogni successione (Cy)y di codici a
blocco realizzazioni dei random coding ensemble Egc (R, N) ha probabilita di
errore esponenzialmente decrescente a 0 per NN sufficientemente grande, con
esponente arbitrariamente vicino all’esponente di errore del canale E(R).
Quindi la teoria di Shannon indica anche, in un certo senso, come costruire
un codice a blocco di probabilita di errore fissata, con decodifica di massima
verosimiglianza. Il problema ¢ che tale codice viene generato privo, almeno
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a priori, di una qualsiasi struttura. Cio comporta che la sua decodifica ML
sia un problema ad alta complessita computazionale; in effetti e possibile
mostrare (vedi [6]) che si tratta di un problema N P-hard.

Come si e appena visto, quindi, lo studio del comportamento asintotico
della probabilita media di errore su un ensemble di codici sia da un punto
di vista teorico per affermare I'esistenza di un codice di prestazioni arbitra-
riamente buone, sia da un punto di vista pratico perche indica un algoritmo,
seppur non deterministico, per la generazione con una probabilita fissata di
codici di prestazioni arbitrariamente buone. In questa tesi il concetto di
ensemble verra largamente usato; introduciamo dunque delle notazioni.

Definizione 1

Fissati un insieme finito X, un intero positivo N ed un valore R € [0,log |X|],
un ensemble E(R, N) é un insieme di codici a blocco di lunghezza N e rate
maggiore o uguale a R, con una struttura probabilistica. Dato un canale
senza memoria di ingressi X, indichiamo il valor medio della probabilita di
errore dell’ensemble E(R, N) con decodifica ML su tale canale con

P(e) = Ec[P(e[C)] .

Fissati un canale senza memoria di ingressi X' ed un valore R € [0, log | X|],
considereremo successioni di ensemble indipendenti di codici a blocco di rate
maggiore o uguale a R

(5(N7 R))NGN .

Diremo che una successione di ensemble indipendenti di codici a blocco su X
di rate maggiore o uguale a R € molto buona per tale canale se la successione
delle probabilita medie di errore sugli ensemble tende a zero, i.e.

Eg(]\[,R)[P(dC)] — 0, N — 400 .

Diremo invece che una successione di ensemble indipendenti (E(N, R)) yen €
buona se esiste € > 0 tale che per ogni canale senza memoria di ingressi X
di capacita

C>log|X|—c¢

la successione delle probabilita medie di errore sugli ensemble tende a zero,
ie.

Eg(N7R)[P(€|C)] — 0, N — 400 .
Si osservi la differenza sostanziale che intercorre tra le due definizioni appena
date: per parlare di una famiglia di ensemble molto buona si fissa un canale

ed un rate sotto la sua capacita, mentre per definire una famiglia buona si
fissa soltanto il rate e si lascia variare il canale.
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Capitolo 2

Canali G—simmetrici e codicl a
blocco G—lineari

Nel capitolo precedente i canali senza memoria sono stati studiati indipen-
dentemente dall’eventuale struttura algebrica degli insiemi di ingresso X e di
uscita Y. In questo capitolo viene introdotta una struttura algebrica su tali
insiemi e si studia una classe di canali simmetrici analizzando le principali
proprieta di cui tali canali godono. Si mostra poi il contesto tipico in cui na-
scono i canali G—simmetrici, cioe gli schemi di modulazione su costellazioni
di segnali geometricamente uniformi usate in ingresso di un canale gaussiano
additivo. Infine si introduce la classe dei codici G-lineari e se ne propongono
stime per la probabilita di errore su canali G—simmetrici.

2.1 Canali G—simmetrici

Introduciamo ora un concetto di simmetria per i canali senza memoria.

Definizione 2
Dati due insiemi finiti X e )Y e un gruppo G, un canale senza memoria
{W(-|x)},cr si dice debolmente G-simmetrico se

o (G agisce transitivamente su X;
e G agisce su Y;
o W(gylgz) =W(ylz), VgeGzeX ye.

Se inoltre l'azione di G su X ¢é semplicemente transitiva, il canale si dice
G—simmetrico.
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In seguito, per un canale G—simmetrico identificheremo sempre I'insieme degli
ingressi X con G.

Si osservi inoltre che, fissato un G—insieme ), 'insieme dei canali G—
simmetrici di uscite ) € puo essere messo in corrispondenza biunivoca con
I'insieme P()) delle distribuzioni di probabilita su ), tramite I’applicazione

PY) 3w {W(lg) == w(g () € P(V)}gec -

In effetti € immediato verificare che ¥(w) € un canale G-simmetrico per ogni
w € P(Y), e che U ¢ iniettiva. Inoltre ogni canale G-simmetrico {W(-|g)}
si puo porre

geG

{W(9)}gee = YW (90)) € P(Y) 5
dunque W & suriettiva.

Proposizione 5

La capacita C' e l'esponente di errore E(R) di un canale senza memoria de-
bolmente G-simmetrico {W (-|x) € P(V)},cr st ottengono con distribuzione
in ingresso uniforme.

Dimostrazione
1.Cominciamo col mostrare che H(Y|X) & indipendente dalla distribuzione in
ingresso g € P(X). Sia xg € X qualsiasi;

HY|X) = - ;{qw‘) %W(y!w)log(w(ylw))

= —rgi > 4(g70) X W (ylgmo) log(W (y|gzo))
Stabaoll 2, 5
= —mmie 2 a(gzo) X Wig ylwo) log(W (g~ ylxo))
\ (z0)]
geG yey

_ gw(ymo)log(W(ylxo))

Si ha quindi che

argmax{H(Y) — H(Y|X)} = argmax{H (Y)} := argmax{f(px)} .
px€P(X) px€P(X) px€P(X)

La funzione f ¢ invariante rispetto a G, nel senso che f(p) = f(gp) per ogni
p € P(X), g € G (con la convenzione gp(z) = p(gz)); infatti

flgp) = — > (X plgz)W(ylz))log( > p(gz)W (ylz))

zekX

gz)W(gylgz))log( >~ p(gz)W (gylgz))

(

(
B reX (2.1)
= = 2 (X p(@)W(gylz))log( ;Xp(fv)W(gylw))

(

yeY zeX TeX
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Indichiamo con uy € P(X) la distribuzione uniforme su X. Dalla (2.1) e dalla
concavita di f su P(X), segue che, per ogni p € P(X) fissata,

flux) = (|G|ng> |G|ngp

e dunque
argmax f(p) = uy.
pEP(X)

2. Per ogni p € [0, 1] fissato,

argmax(Ey(p, p)) = argmin(exp(—Eo(p,p))) := argmin(f(p)).
peEP(X) pEP(X) pEP(X)

La funzione f ¢ convessa su P(X) e G-invariante (si vede con ragionamento analogo
alla(2.1)). Quindi, per ogni p € P(X),

flu (’G‘ng) ’G‘Zf(gp):f(p)

geG

e dunque

argmin f(p) = uy.
pEP(X) [

2.2 Costellazioni geometricamente uniformi e
canale gaussiano additivo

La comunicazione digitale avviene nella realta convertendo successioni di
simboli di informazione in sequenze di forme d’onda che poi vengono effetti-
vamente trasmesse su un canale fisico. Tale operazione di conversione viene
chiamata modulazione; le forme d’onda utilizzate dal modulatore possono
essere convenientemente rappresentate come punti di uno spazio euclideo di
dimensione finita. Chiamiamo costellazione n—dimensionale un sottoinsieme
finito S di R™ che genera R™; S rappresenta l'insieme dei segnali utilizzati
dal modulatore. Il modello di canale che consideriamo ¢ il canale gaussiano
additivo (AWGN). Si tratta di un canale senza memoria a tempo discreto
con uscite Y; € R" al tempo 7, dove Y; ¢ la somma dell’ingresso x e di un
rumore Z,.

Z;

X *>£*> Y;

19



Il rumore (Z;); ¢ una successione di variabili aleatorie indipendenti tra loro
e da X;, e di identica distribuzione normale n—variata di media 0 e matrice
di covarianza diagonale %In, dove Ny > 0 e un valore associato all’intesita

del rumore, i.e.
Y, =X;+Z, Z;~N(0,51,). (2.2)

Il canale gaussiano additivo € un buon modello per una vasta gamma di
canali di telecomunicazione usati nella pratica, incluse le connessioni radio
e via satellite. La validita di tale modello si giustifica da un punto di vista
fisico nella maniera seguente. Il rumore additivo puo essere dovuto a varie
cause che supponiamo in prima approssimazione indipendenti tra loro; inoltre
e possibile supporre che tali sorgenti di rumore siano indipendenti tra una
trasmissione e l'altra. Il teorema centrale del limite assicura allora che 1'ef-
fetto cumulato di un gran numero di tali rumori possa essere correttamente
approssimato con una variabile aleatoria di distribuzione normale.

Introduciamo ora il concetto di costellazione geometricamente uniforme.
Useremo la notazione standard Iso(R™) per indicare il gruppo delle simmetrie
di R™ i.e. il gruppo delle trasformazioni 7" : R” — R"™ che lasciano invariata
la distanza euclidea:

IT(x1) — T(x2)| = |x1 — Xa|, Vx1,x%x2 € R".

Sia S una costellazione di R™. Il gruppo di simmetria di S e il sottogruppo
di Iso(R™) delle isometrie che lasciano invariato S; tale sottogruppo viene
indicato con I'(S). S si dice geometricamente uniforme se l’azione di I'(.5)
su S ¢ transitiva. In altri termini possiamo dare la definizione seguente.

Definizione 3
Una costellazione S C R™ si dice geometricamente uniforme (GU) se

Vsi,s0 € S dge () te. gsg = s2 .

Sia S una costellazione geometricamente uniforme; ci si puo chiedere se esiste
un sottogruppo di I'(S) la cui azione su S sia semplicemente transitiva, cioe
tale che S possa essere espressa come orbita di un punto sy € S sotto I'azione
di G. In caso affermativo tale sottogruppo viene si dice gruppo generatore
di S.

Definizione 4

G <T(S) ¢ un gruppo generatore di S se

Vsi1,s9 €8, dlge G tc. gsy = so.

20



0 1
@ ®

Figura 2.1: La costellazione 2-PAM con labeling Z,

Non tutte le costellazioni geometricamente uniformi ammettono gruppo gene-
ratore: sono stati costruiti dei controesempi espliciti (si veda [32]). In genere
tuttavia prenderemo in considerazione solo costellazioni dotate di gruppo ge-
neratore. (Quando una costellazione geometricamente uniforme S ammette
gruppo generatore (G, ¢ possibile mettere in corrispondenza biunivoca G ed
S ed introdurre in tal modo una struttura di gruppo su S. Si fissi infatti un
punto arbitrario sy € S; definiamo un labeling p,, : G — S come

Ihso (9) = 950

Allora S e un gruppo rispetto alla legge di composizione

Sl : 82 = quo (/J’C;()l<81) ' Iu;ol(82)) :

Mostriamo ora alcuni esempi di costellazioni geometricamente uniformi e
di gruppi generatori.

Esempio 1
Un primo semplice esempio ¢ costituito dalla costellazione monodimensionale
2-PAM (acronimo di Pulse Amplitude Modulation):

2—-PAM={-L,L},
dove L > 0 fissato. Evidentemente
I'(2—PAM) = {1,r}

dove r e la riflessione intorno all’origine e 1 Yidentita. Tale gruppo genera
2-PAM ed e chiaramente isomorfo al campo binario Zs. O

Esempio 2

La costellazione m—PSK (acronimo di Phase Shift Keying) e definita come
un insieme di m punti di R? equispaziati sulla circonferenza di raggio L > 0
fissato:

m — PSK := {Le2:zki|k:0,...m—1} .

Il suo gruppo di simmetria e
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Figura 2.2: La costellazione 8-PSK con labeling Zg e D,

I'(m —PSK) = Rx V,,

dove R e il gruppo generato dalla riflessione intorno ad un qualsiasi asse
passante per l'origine ed inclinato di un angolo multiplo dispari di 22—:; rispetto
all’asse delle ascisse, V,, ¢ gruppo delle rotazioni intorno all’origine di un
angolo multiplo di %’r, e X indica il prodotto semidiretto di due gruppi.
Questo gruppo ¢ isomorfo al gruppo diedrale D,,.

Un gruppo generatore per I'm—PSK e dunque G = V,,; tale gruppo ¢
isomorfo a Z,,.

Se m ¢ pari esiste un altro gruppo generatore dell'm-PSK, G' = Rx V5.
G' ¢ isomorfo al gruppo diedrale D,,/; che ¢ non abeliano.

Nella figura 2.2 e riportata a titolo di esempio la costellazione 8-PSK con

i due possibili labeling Zg e D;,. O

Esempio 3
Fissati un numero pari m, e due parametri L, h € (0, +00), consideriamo la
costellazione tridimensionale

(m,h)—PSK::{ (Le%@w),(—l)j[,h) ‘ k=0,..,2 1, j:O,l}

ottenuta come unione di due costellazioni 7~PSK di raggio L, poste su due
piani paralleli IT; e IIy, entrambi di distanza Lh > 0 dall’origine (figura 2.3)
e ruotate di un angolo o = %’r tra loro. Sia Iy il piano passante per 'origine
parallelo a II; e II;. Si osservi che al limite per h — 0, tenendo costante
L > 0, tale costellazione degenera nella m-PSK giacente su 1.
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Figura 2.3: La costellazione (8, h)-PSK con labeling Zg e Dy

I1 gruppo di simmetria dell’(m, h)-PSK e
['((m,h) —PSK) = R x V,,

dove R ¢ il gruppo generato dalla riflessione intorno all’asse giacente nel piano
[Ty, passante per 'origine e inclinato di un angolo pari a 221—’; rispetto all’asse
delle ascisse.

Un gruppo generatore per S e quello generato da

t:=rs,

dove s e la rotazione di un angolo % intorno all’asse normale ai due piani

IT; e II; passante per 'origine, e r e la riflessione rispetto al piano Ily. Si
verifica facilmente che tale gruppo e isomorfo a Z,,.

Un altro gruppo generatore dell’(m,h) — PSK ¢ G' = R x V0. G &
isomorfo al gruppo diedrale D,, 5. O

Esempio 4
Fissato un numero dispari [ e due parametri L, h € (0, +00), consideriamo la
costellazione tridimensionale

(I — PSK) x (2 — PAM) := {(Le%, (~1YLh), k=01, j=0,1},

ottenuta a partire da una costellazione [-PSK giacente su un piano II; di-
stante h dall’origine, riflettendola rispetto ad un piano Il parallelo a II; e
passante per 'origine. Il gruppo di simmetria di tale costellazione e quello
generato da r, riflessione rispetto al piano Iy, e da s, rotazione di un angolo
27” intorno all’asse ortogonale a Ily e passante per l'origine. Tale gruppo e
anche generatore di [-PSKx2-PAM, ed ¢ isomorfo a Z, X Z; e dunque, poiché

[ e dispari, a Zs. O
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Figura 2.4: La costellazione 3-PSKx2-PAM con labeling Zg

Si supponga di utilizzare i segnali di una costellazione n—dimensionale
geometricamente uniforme S in ingresso ad un canale gaussiano additivo.
Il canale cosi ottenuto e di tipo discrete-input (X = S) continuous—output
(¥ = R™). Chiameremo il canale

{W(y|x) = WQ—M—QJHQ/NO c p(Rn)}

eSS

canale gaussiano additivo di tipo S.

Sia ora S’ C R™ una costellazione geometricamente uniforme tale che G
sia un sottogruppo del gruppo di simmetria di S’. Si ipotizzi di utilizzare i
segnali di .S su un canale gaussiano additivo e di operare una quantizzazione
delle uscite su S’ nella maniera seguente. Introduciamo le regioni di Voronoi
di &'

Vii={r eR" tc. |[r—s|| <|lr—s*|, Vs" €S}, se s

(non sono una partizione di R", ma la loro intersezione ha misura nulla).
Chiameremo canale gaussiano additivo di tipo (S, S") il canale discreto senza

memoria
1 2
W (y|x ::/ —— eIt/ (No) g 2.3
{ R o 2

zeSsS |
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Proposizione 6
Sia S C R™ una costellazione geometricamente uniforme di gruppo generatore
G, e sia S € R™ un’altra costellazione geometricamente uniforme tale che

G <T(9).
Allora i canali gaussiani additivi di tipo S e di tipo (S, S") sono G—simmetrici.

Dimostrazione
Iniziamo con il canale gaussiano di tipo S. Si ha che G < Iso(R™), quindi per ogni
ge G

B A S | [ .
W(gylgz) (/o) (VN W (y|x).

Passiamo al canale gaussiano di tipo (S,S5’). G agisce isometricamente su S e S’.
Le regioni di Voronoi soddisfano

Vgs ={r e R" tc. |[r—gs|| <||r—gs*||, Vs" € S =

={reR" t.c ||g_17“—s|| < ]|g_1r—s*|| , Vst e S’y =gV,

e quindi, per ogni g € G,x € S,y € 5,

1
Wlgnlge) = s [ erlmtrertan -
gz
1 2 2
- —llgy—gtll*/(20%) 34 — (2.4)
e
2\n .
(1V 2ro?)n Jv, -

_ L et g
= e = xX) .
i (y])

2.3 Spettri di distanze e stime della probabi-
lita di errore dei codici a blocco su G su
canali G—simmetrici

Come abbiamo visto, I'insieme degli ingressi di un canale G—simmetrico puo
essere identificato con lo stesso gruppo G. Questo giustifica lo studio ed il
progetto di codici a blocco su gruppi G. Un codice a blocco su G di lunghez-
za N e cardinalitd M ¢ una M-upla di elementi del gruppo prodotto G*.
Proprio grazie al fatto che G & un gruppo, ¢ possibile definire I'inverso di
una parola x; € C e il prodotto di due parole x;, x;, € C come rispettivamente

-1 N N
x; €G7, x;x, € G
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Tipicamente, un codice a blocco C su G non e chiuso rispetto a tali operazioni,
i.e. non si ha
—1
€C, xix2€C, Vx;,x,€C.

Questo ¢ una prerogativa dei codici G—lineari, che saranno oggetto del pros-
simo paragrafo. Qui introduciamo invece la nozione di spettro di distanze di
un codice a blocco su GG, non necessariamente G-lineare.

Richiamiamo alcune delle notazioni del metodo dei tipi introdotte in ap-
pendice. Per ogni x € GV, il tipo di x ¢ la distribuzione (x) € P(G) definita
da

0u() 1= iy = a}]

11 sottoinsieme di P(G) di tutti i possibili tipi di elementi di G si indica con
Pxn(G). Fissato 8 € Py (G), indichiamo con 74" il sottoinsieme di GV delle
N—uple il cui tipo e pari a 6.

Fissiamo ora un codice a blocco C € (GM)M, un tipo 8 € Py(G), e una
parola di informazione m =1, ..., M. Indichiamo con

5"(01C,m)

(rispettivamente SHO|C,m)) il nurnero di parole x; di C, con j # m, tali che
x,'x; € TV (rispettivamente x;x,,! € 74V), i.

0|C m Z 6{xm x;€ETN 0|C m Z 6{’(]"7” GTN}

J#Fm JFm

dove stiamo usando la notazione, per A C GV,
5 [ lsexcA
AT U Dsex ¢ A
Si osservi come, se G & abeliano, allora S”(8|C,m) = S'(8|C,m) := S(0|C,m).
Presentiamo ora due stime alla probabilita di errore di codici a blocco su
G su canali G-simmetrici in funzione del loro spettro di distanze. Tali stime
sono valide senza ipotesi di G-linearita del codice, e per G non necessaria-

mente abeliano. La prima e un risultato classico noto come Bhattacharyya
bound.

Lemma 7 (Bhattacharyya bound)
Siano dati un canale senza memoria G-simmetrico {W(-|g) € P(Y)}4eq, ed
un codice a blocco C su G di lunghezza N e cardinalita M

C:(Xl,...,XM).
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La probabilita di errore con decodifica ML di C, condizionata alla trasmissione
della m—esima parola, soddisfa

P(elc,m) < ) S°(6|C, m)DN? (2.5)

GGPN(G)

con x € {r,l}, e dove D = (D,)sec € il parametro di Bhattacharyya del

canale
Dy =Y /W(ylg)W (ylgo) (2.6)

yey

Dimostrazione
Dimostriamo per x = r. Richiamiamo la definizione dell’evento di errore condizio-
nato alla trasmissione di x,,

en :={y €Y tc. Fk#m: Win(ylxr) > Wn(y|xm)};

Per ogni y € e, si ha

> [ Wl
e quindi
P(elC,m) Z W (¥|%Xm)Le,, ( Z W (y|%xm) Z ))

yeyN yeyN n#m

Sfruttando la G—simmetria del canale otteniamo e indicando con gg l’elemento
neutro di GV, i.e. go = (g0, --,90),

P(6|C7m) < Z Z \/WN(Y|Xn)WN(y|xm):
n#EmyeyN

= X 2 Optxn TN} Zy \/WN(me)WN(Y|Xn)>
yeYN

0cPN(G) \n#m

= Y | T bpeiery T WN<xm1y|go>WN<xm1y|xm1xn>)
0cPN(G) \n#m yeyN

- > > 6{x;11xn6']'9N} > \/WN(ygo)WN(y]x,}lxn)>
BEPN(G) nim yeyN

6,
= X s'eIc.m) [1 (Z \/W(ylgo)WN(ylg)>

0cPn(G) geG \yey
[ |

Passiamo alla seconda stima, che giochera un ruolo determinante nel se-
guito e che e una conseguenza del Gallager bound. Le tecniche usate per la
sua dimostrazione sono state introdotte in [25].
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Lemma 8
Siano dati un canale G-simmetrico {W(-|g) € P(Y)}geq, si supponga di
utilizzare la decodifica ML. Sia

C = (Xl,...,XM)

un codice a blocco su G di lunghezza N e cardinalita M.
La probabilita di errore di C, condizionata alla trasmissione della m—esima
parola, soddisfa

P(e|C,m) <
p
1 -1 1
> o@m WN(Y|V)HP< > SHOIC,m)(ve) X WN(Y|VX)””> :
veGN yeYN 0cPN(G) xeTY
(2.7)
con x € {r,l}.
Dimostrazione

Possiamo supporre senza perdita di generalita m = 1. Generiamo dal codice C
I'ensemble & = ({C},P) nel modo seguente:

o (' = (c)=x1,¢y = Xq1(2), - - -, €}y = Xp7(ar)), con IT uniformemente distribuita
sul gruppo Sps—1 delle permutazioni di {2,..., M};

o (" = (cf = Ac),...,c};, = Ac),), con A uniformemente distribuita sul
gruppo Sy delle permutazioni di {1,..., N}, indipendente da II;

o C= (c1,...,cp) = (gea, ..., gcn) = gC”, con g uniformemente distribuito
su GV, indipendente da II e A.

Abbiamo che

Plci=x) = Y Pci=x[c]=y)P(c] =Yy)
yeGN
— ]P — 1/ — P ! —
yeZGN (gy = x|c] =y)P(c] =y) (2.8)
1
= Plg=y 'x) ¥ P(cf=y)=—%.
yeGN |G‘

Inoltre, per ogni 2 <1 < M,

1 M
P(C; = cllx) = (M — 1) Z(S{xnlex}'
n=2

Per ogni x € GV indichiamo con Stab(x) lo stabilizzatore di x in Sy, i.e. il
sottogruppo di Sy che lascia invariata x; la cardinalita di Stab(x) € pari a

Ox)! = ] s

geG
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Sfruttando la G—simmetria del canale otteniamo

P(c; = vx|cp =v) = P(c] ¢ =x[c; =V)
= P((c])! *1gc2’ =x|c; = V)
= P((c])"'c] =x)
= ﬁ[?((cﬁ)*lcg = \x)
A€ SNy
= 41 > P =x1)x) (2.9)
AE SN
= ﬁ > > P(Cf = X1y)

N
YETS ) AEStab(y)

= LA (NO(x ))! Z Zé{xnmy}

9( )
= ﬁ(f%)”sw )IC,1) .

Il fatto che il canale considerato sia senza memoria e che si usi decodifica ML
garantisce che per ogni C” cosi generato valga

|
2|~

P(e|lC” 1) = P(e|C, 1),
mentre la proprietd di G-simmetria assicura che per ogni C
P(elC, 1) = P(elc”, 1),

e quindi 3
P(e|C,1) = E;[P(elC, 1)].

Applichiamo il Gallager bound a ciascun codice C, mediamo sull’ensemble & e
applichiamo la (2.8):

~ o [ (Wlen) 77
EC yg):}NWN(y| 1) (E_: <WN( |C1)> ) ] )
M 1
= T oy T W | (X Waivle) ™ )

vean |G| yeyN

P(elC,1)

IN

C1:Vj|.

(2.10)
Il valore atteso condizionato nella precedente puo essere stimato applicando la
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disuguaglianza di Jensen e quindi la (2.9):

ci=v])

e [ (5 wntvien )

M 1
ci=v| < | > Es | Wn(y|lc,) e
u ] 1<n:2 ¢ [ o
Yo > Wa(y|lvx) e P(c, = vx|c; = V)>

n=2xeGN

p
=( > zsr<0<x>rc,1>(Ngix))‘le<y|vx>lip>

0PN (G) xETp

T N1 1 P

= > 5T01C,1)(ye) X Wi(ylvx)T | .
0PN (G) x€7p

(2.11)

Dalla (2.10) e dalla (2.11) si ottiene la (2.7) con = r. Per x = [ si ripete lo

stesso ragionamento con un’unica modifica nella definizione dell’ensemble &¢: si

considera C = Cg invece che C = gC. |

2.4 Codici G—lineari

Introduciamo finalmente la classe dei codici a blocco G-lineari.

Definizione 5
Un codice a blocco C = (x1,...,xar) C (GN)M si dice G-lineare se

e il suo supporto suppC = {xy,..., Xy} ¢ un sottogruppo di G";

e la cardinalita dell’insieme {i t.c. x; = x} €& costante al variare di X in
supp C.

Dalla definizione qui sopra segue immediatamente che ogni codice G-lineare
contiene almeno una parola uguale all’elemento neutro gy di GV. Si puo
sempre supporre quindi che x; = gg, cosa che faremo sempre d’ora in poi
quando non diversamente specificato. Quindi, se C ¢ G-lineare, gli spettri
S"(0|C,m) e SY(B|C,m) di distanze da una parola x,, € C, non dipendono
da m. Infatti

STB1C,m) = bpieryy = D dmeryy = ST(0IC, 1),
j#m k#1

Anche la probabilita di errore dei codici G-lineari gode di una proprieta
analoga, nota come Uniform Error Property. Tale proprieta verra largamente
usata nei capitoli successivi. La Uniform Error Property e essenziale per
rendere possibile I'analisi teorica delle prestazioni dei codici su gruppi, analisi
che risulterebbe altrimenti impraticabile: & questo il motivo che porta a
studiare i codici G—lineari.
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Proprieta 9 (Uniform Error Property)
La probabilita di errore di un codice G—lineare C su un canale G-simmetrico
con decodifica ML e indipendente dalla parola trasmessa, i.e.

P(e|C) = P(e|C,m), VYm=1,...,M .

Dimostrazione
Se C & degenere il risultato segue immediatamente dal fatto che

P(elC,m) =1, m=1,...,M .
Supponiamo ora che C non sia degenere. Allora

P(6|C,m) = 1- Z WN(y‘Xm)é{WN(y|xm)>WN(y\x]-),Vj;ém}
yeynN

- - 2 Wnixy Y|g0) W (xi" y180)>Wh (X y |xim ;) Vj#m}
yeynN

= 1= 3 WN(YIX1)6wy (yx1)>Wa(ylx) Vi)
yeYN

= P(e|C,1).
[ |

Chiudiamo il capitolo mostrando che nel caso particolare in cui S ¢ la
costellazione 2-PAM introdotta nell’Esempio 1 con gruppo generatore G ~
Zs e C ¢ un codice a blocco Zo—lineare i due lemmi del paragrafo precedente
forniscono le note stime per la probabilita di errore dei codici binari lineari.
Per tali codici usiamo la notazione

S(wlC) == 5 ((1-% %) IC)

per indicare il numero di parole di C di peso di Hamming w. Consideriamo
i due casi di decodifica hard e di decodifica soft. Iniziamo dalla decodifica
hard: il canale gaussiano additivo di tipo (5,S) € in questo caso un canale
binario simmetrico di probabilita di transizione

1efC(L)
= —er
P=35 VN )

Per tale canale il parametro di Battacharyya e

D=2p(1=p) ;

la (2.5) dunque diventa

P(e|C) gz (w|C)[2 —p)” (2.12)
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Passiamo alla decodifica soft. Il canale gaussiano additivo di tipo S ha in
questo caso parametro di Battacharyya

_M_(U-FL)Q) L2
D= Moo ) =e N
vV 7TNO
la (2.5) dunque diventa
N
P(e|C) < Z (w|C)[exp(—L?/Ny)|" . (2.13)
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Capitolo 3

Ensemble classici di codici
Zm—lineari su canali
Z.m—simmetrici

I canali Z,,—simmetrici saranno oggetto di questo capitolo. Le prestazioni
dell’ensemble dei codici a blocco su Z,, con decodifica a massima verosimi-
glianza possono essere analizzate con gli strumenti della teoria classica di
Shannon introdotti nel primo capitolo, senza fare intervenire la struttura al-
gebrica di Z,,. In particolare si mostra che la probabilita media di errore del
random coding ensemble £x- ha andamento esponenzialmente decrescente
a zero per ogni rate R < C,, con esponente pari a —NE,,(R), dove C,,
ed E,, sono rispettivamente la capacita e 1’esponente di errore del canale
Z.,,—simmetrico considerato.

Ora verranno invece analizzate le prestazioni dei codici Z,,~lineari su ca-
nali Z,,—simmetrici; in particolare sara studiato il comportamento di due
ensemble classici di codici Z,,~lineari. Tale analisi si basera sulla struttu-
ra algebrica di Z,,, e in particolare sul fatto che Z,, € un anello ad ideali
principali.

Verra introdotto il concetto di sottocanale di un canale Z,,—simmetrico
e si definiranno due nuove quantita, la Z,,—capacita C, eil Z—esponente
di errore Em(R) Si mostrera poi come tali quantita, che sono minori o
uguali di C,, ed E,,(R) rispettivamente, caratterizzano il comportamento
degli ensemble di codici Z,,~lineari.

Infine, ci si concentrera sulla Z,,—capacita e verranno studiate dettaglia-
tamente due famiglie di canali gaussiani additivi di tipo (S,S’), con S co-
stellazione geometricamente uniforme di gruppo generatore Z,,; per una di
queste si vedra che G, < C,,, cioe la restrizione ai codici Z,,lineari provoca
una effettiva perdita di capacita. Per la famiglia di costellazioni 2"-PSK si
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mostrera invece che C‘m = (C,, e quindi l'uso di codici Zg-—lineari congiun-
tamente a tali costellazioni non provoca perdita di capacita. Si tratta di un
risultato originale e di notevole interesse applicativo, dal momento che tali
costellazioni sono tra le piu usate nella pratica.

3.1 1l teorema inverso di codifica per codici
Z.,,—liberi su canali 7Z,,—simmetrici

Siano K e N due interi positivi tali che K < N. Sia ¢ un omomorfismo di
ZX in ZN. A partire da ¢ definiamo il codice Z,,~lineare

Cy = (xu = ) gezs € (ZN)™ . (3.1)

Si osservi che si ¢ scelto per comodita di tenere come insieme degli indici ZX
invece che {1,...,m%}. Il rate di C & pari a

R= %log(mK) = %logm.
Si noti che se m ¢ un numero primo, si ottengono, al variare di ¢ tra gli
omomorfismi iniettivi di ZX in Z%, tutti i codici lineari non degeneri con
supporto di dimensione K; se ¢ non ¢ iniettivo, si ottengono invece codici
con supporto di dimensione piu piccola ma tutti degeneri. Nel caso in cui
m non e primo la situazione ¢ analoga: al variare di ¢ tra gli omomorfismi
iniettivi si ottengono tutti i codici lineari non degeneri il cui supporto ¢ uno
Zp-modulo libero di dimensione K e come prima si ottengono, se ¢ non e
iniettiva, codici con supporto piu piccolo ma tutti degeneri.

Fissato ¢ € Hom(ZE ZN), per ogni | | m consideriamo I"'omomorfismo
O : %Zg — ZX che si ottiene restringendo il dominio di ¢ a %Zﬁ: I'immagi-
ne di ¢; ¢ un sottogruppo di %ZT]X, dunque si puo pensare ¢; come elemento
di Hom(3ZK, 27ZI). Consideriamo il codice Cy, su 5 Zy,:

m "
C¢z = (Xu = qbu)ue%z% c <TZ%> . (32)
Il rate di Cy, &
1 K _ logl
R, = Nlog(l ) = Nlogl = Togm

Consideriamo ora, per ogni [ | m, con [ > 1, il sottocanale ‘l—esimo’
{W(lx) € P(OV)}aenz,,
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ottenuto restringendo I'insieme degli ingressi da Z,, al suo sottogruppo 7Z,.
Si verifica immediatamente che ciascuno di tali sottocanali ¢ 7 Z,,—simmetrico.
Indichiamo con Cj la capacita dell’l-esimo sottocanale. Il teorema inverso
di codifica di canale ci permette di concludere che condizione necessaria per-
che la probabilita di errore di Cy, sull’l-esimo sottocanale possa essere resa
arbitrariamente piccola e che

log(

R =

= R<Cl .
logm

La probabilita di errore del codice iniziale C, ¢ maggiore o uguale a quella di
ciascun suo sottocodice, quindi

P(e|C) > Ple|lcV), VI>1tc I|m.

Possiamo dunque concludere che condizione necessaria perche la probabilita
di errore di C possa essere resa arbitrariamente piccola e che

Cr. (3.3)

La (3.3) motiva la definizione seguente.

Definizione 6
Dato un canale Zy,-simmetrico {W (-|x) € P(Y)}rez,, la sua Zy,-capacita é

A 1
C,, = min Ong’l )
zl|>1: logl

Si osservi che evidentemente C,, < (),. Possiamo riassumere le conclusioni
di questo paragrafo nell’enunciato seguente.

Teorema 10 R
Sia dato un canale Z,,—simmetrico W € P(Y) di Z,,—capacita C,,. Allora,

per ogni R > C., esiste K > 0 tale che ogni codice a blocco Cy di tipo (3.2)
di rate R con un qualsiasi decodificatore abbia probabilita di errore

P(e|lC) > K .

Sottolineiamo il fatto che il teorema precedente riguarda tutti i codici
Zy~lineari che possono essere definiti come nella forma (3.2): come abbiamo
osservato prima, questi non sono tutti i possibili codici Z,,—lineari.
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Facciamo notare inoltre come nel caso in cui m sia un numero primo non
ci siano sottocanali da considerare e che dunque

N

Cp=0Chy .

Se invece m non e primo, a priori Cin potrebbe essere un numero strettamente
inferiore alla capacita di Shannon C,, (ritorneremo su questo problema nel
paragrafo 3.3). Nel prossimo paragrafo dimostreremo invece alcuni risultati
che mostreranno una sorta di controparte diretta del risultato precedente
e cioe che effettivamente, utilizzando codici Z,,~lineari, si puo arrivare a
trasmettere a qualunque rate R inferiore a Con.

3.2 Ensemble di codici immagine di omomor-
fismi di Z,,—moduli

In questo capitolo verra dimostrata la parte diretta del teorema di Shannon
per codici Z,,—lineari su un canale Z,,—simmetrico.

Iniziamo ad introdurre delle notazioni. Si consideri un canale Z,,,—simmetrico
fissato {W(-|z) € P(Y)}sez,,- Perognil | m, > 1, definiamo 'esponente di
errore dell’l-esimo sottocanale come

E)(R) := max { max  Fy(p,p) — pR} = max {Eo(p,u%zm) — pR}.

0<p<1 | peP(2Z0m) 0<p<1

Definiamo poi il Z,,—esponente di errore del canale nella maniera seguente:

. log
E,,(R) := min {El ( °8 R)} , R € [0,log m|.
lz|>n1{ logm

Dal Teorema 3 segue immediatamente che E,,(R) > 0 se e solo se R < C,,.
Fissiamo ora tre interi positivi L, K, N tali che

N=K+1L.

In questo e nel prossimo ricaviamo delle stime della probabilita media di er-
rore di due ensemble classici di codici Z,,~lineari: quello dei codici immagine
di omomorfismi

¢: 7K - 7N

e quello dei codici nucleo di omomorfismi

¢ 7N -7k
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Iniziamo con l’ensemble dei codici immagine. Fissati arbitrariamente
N € Ne R € [0logm], poniamo

=[]

logm

A partire da ogni ¢ in Hom(ZE | ZY) definiamo come nel paragrafo precedente
il codice Z,,—lineare

C¢ = (Xu = (bu S Zﬁ)uEZTKn
Sia ora ® una variabile aleatoria uniformemente distribuita su Hom(ZX | ZN).

® induce naturalmente una struttura probabilistica sull’insieme (Z%)mK:
indichiamo questo ensemble con

Em (N,R) .

Si noti che vi ¢ una corrispondenza biunivoca tra le ¢ € Hom(ZX | ZN) inietti-
ve e 1 codici non degeneri dell’ensemble & 1, (N, R), mentre ai codici degeneri
corrispondono pitl di una possibile ¢ € Hom(ZX, ZY). Ovviamente questi co-
dici degeneri non sono di interesse e possono solo peggiorare le performance
dell’ensemble. Tuttavia, come era accaduto per il random coding ensemble,
e molto piu semplice studiare ’ensemble tutto intero che restringerci a priori
agli omomorfismi ¢ iniettivi.

Teorema 11
Per ogni N € N, R € [0,logm], la probabilita media di errore dell’ensemble
Erm(N, R) con decodifica ML su un canale Z,,—simmetrico soddisfa

P(e) <Y exp(-NE|(R)) (3.4)

llm
>1

dove, per ogni l|m, I>1, Ej(R) ¢é l’esponente di errore delll-esimo sottoca-
nale e R; = % logl il suo rate di utilizzo.

Dimostrazione
La linearita dei codici dell’ensemble considerato permette di applicare la uniform
error property a ciascun Cy, e quindi si ha

P(e|Ca) = P(e|Ca, 0).

Consideriamo la partizione di ZX in sottoinsiemi di elementi dello stesso ordine

ZK = \U Hky,
ljm (3.5)
Hg; = {u€Zk tc. MCD(uj,m) =2} ¢ 27K .
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Una stima union bound permette di scrivere, per ogni ¢ € Hom(ZX 7ZN)

P(e|Cs,0) < " P(elc), 0) (3.6)
llm
i

dove Cg) ¢ il codice ottenuto restringendo il dominio di ¢ da tutto ZX all’insieme
{0} UH K1l -

Applichiamo il Lemma 8 a ciascun codice Cd()l) (si osservi che tali codici non sono
lineari a differenza di Cy4), e mediamo su ®:

P(elcy,0) <

P
<Es| anszmv)lip( > S0y, 0)() S Wlylv +x)T ]

veZN  yeYN 0PN (Zm) xeTN

P
1 ) . -1 1
<y L zwyrv)w( > s@cd,0)() ZWN<y|v+x>1+p>
veGN yeyN 0PN (Zm) xeT N
3

Direttamente dalla definizione di spettro di distanze abbiamo

0|C Z 5{¢UETN}

uEHKl

Inoltre, per ogni u € Hg ;, ®u ¢ distribuita uniformemente su 7 ZN (per un’idea
della dimostrazione si veda 1’Appendice), quindi

- N
l nNY N
So(8lcy)) = E@{ Z]l{@ueTgN}]: > P@ueTy)= (l) (NO) (€PN (2 Zm)}

ucHg ucHg
(3.8)
Fissiamo ora un insieme Q; C ZY di cardinalita (%) contenente un elemento per
ciascuna classe laterale di Z). Sostituendo la (3.8) nella (3.7) si ottiene

p

1 1

Plelc®,0) < Y ¥ LWn(ylv)m (\HK,zl(})N > WN(Y|V+X)””>
yeYN vezN XEM L

=l ¥ 2 (5D (%)NWN(Y|V+W)1L’<(%)N 2 WN(.VIV+X)“’>

yeYN vey we R ZY xe 7N

1+p
—Hl ¥ (L)Y 5 ((%)N > WN<yrv+x>1+lﬂ> :

vey yeynN xeRZN
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Poiché il canale ¢ ' Z,,—simmetrico, si ha che, per ogni v € €},

> (S )Y k)

yeyN “xezl
1

== (= @Y wvye)

yeYN CxeRZl
1

= (s N war)

yeyN “xezl
Inoltre, dallinclusione Hp; C %Z%, segue
|Hpyy| <15

Abbiamo quindi

14p
_ N _1
PETa < w05 ko)
yeynN xeZN
N
p X R (3.10)
= Pl X iWalyle)me

yeY \ €T ZLm

exp (=N |Bo(unz,, p) — pRi) ) -

Per larbitrarieta di p € [0,1], e poiche, essendo il sottocanale I—esimo & T Lo~
simmetrico, Ej(R) si ottiene con distribuzione uniforme su 5*Zy,, si ha infine

P(e|C®),0) < exp(—NE|(Ry)); (3.11)
sostituendo nella (3.6) si ottiene la (3.12). [

E chiaro, per le considerazioni svolte precedentemente, che la stima (3.12)
continua a valere considerando ’ensemble dei codici a blocco non degeneri il
cui supporto sia un Z,,—modulo libero di dimensione esattamente K, con la
probabilita uniforme.

3.3 Ensemble di codici nucleo di omomorfi-
smi di Z,,—moduli

Passiamo ora all’ensemble dei codici definiti come nucleo di omomorfismi. A
partire da ogni ¢ € Hom(Z), ZL ) definiamo il codice Z,,~lineare

CKerqﬁ - (Xla'-'7XM>
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come un qualsiasi ordinamento di Ker ¢ tale che x; = 0. E ovviamente
sempre possibile definire un tale ordinamento dal momento che 0 € Ker ¢
per ogni omomorfismo ¢. Si noti che per costruzione Cke ¢ € sicuramente non
degenere.

Fissati R € [0,logm] e N € N, poniamo

L= L(l_ 10§m>NJ

Sia ora ® una variabile aleatoria distribuita uniformemente su Hom(ZY, ZL).

® induce una struttura probabilistica sull’insieme | J ]\ijm (ZNYM dei codici
a blocco su Z,, di lunghezza N e rate maggiore o uguale a R. Indichiamo
con

gKer(N ) R)

questo ensemble.

Si osservi che i codici di questo ensemble hanno rate maggiore o uguale
a Ry = % logm: in effetti si ha che il rate ¢ uguale a Ry se e soltanto
se ¢ € Hom(ZY ZL) ¢ suriettiva. Si noti che, se m & un numero primo,
questo ensemble contiene tutti i possibili codici lineari (prendendo tutte le
possibili permutazioni) di dimensione maggiore o uguale a K = N — L. Nel
caso di m non primo la caratterizzazione dei codici che si ottengono ¢ piu
complessa: se ¢ e suriettiva allora Ker ¢ ¢ uno Z,,—modulo libero di rango
esattamente K, ed in effetti tutti gli Z,,—modulo liberi si possono ottenere
in questo modo. Invece, non si puo dare una caratterizzazione intrinseca
dei codici che si ottengono con ¢ € Hom(Z2Y,Z% ) non suriettive, se non dire
che sono codici di rate strettamente maggiore di R. Si osservi che ad uno
stesso codice corrispondono diverse mappe ¢; si puo dimostrare tuttavia che
a tutti i codici Z,,~liberi di rango K corrisponde sempre uno stesso numero
di ¢ € Hom(ZY,ZL), cosi che questi codici pesano in egual misura all’in-
terno dell’ensemble. Inoltre si potrebbe far vedere che I'insieme delle ¢ non
suriettive ha una probabilita che va a 0 per N — +00, esponenzialmente
in N. Tutto questo suggerisce che questo ensemble prestazioni medie molto
simili a quelle dei codici immagine di omomorfismi. Cosi €, come si mostra
direttamente nel risultato seguente. Il motivo che induce a studiarlo e che da
esso nascono gli ensemble dei codici a bassa densita, che introdurremo piu
avanti in questa tesi.
Teorema 12
Per ogni N € N, R € [0,logm] la probabilita media di errore dell’ensemble
Eker(N, R) con decodifica ML su un canale Z,,—simmetrico soddisfa

Ple) <) exp(-NE(R)) (3.12)

llm
>1
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dove, per ogni ljm, [>1, Ej(R) é l’esponente di errore delll-esimo sottoca-
nale e R = % log( il suo rate di utilizzo.

Dimostrazione
La uniform error property permette di scrivere, per ogni codice Cker ¢ dell’ensemble,

P(e|Cker¢) = P(€e|Ckerg¢, 1).
Partizioniamo Z)\ in classi di elementi dello stesso ordine:
zh = JHy,

llm
HN,Z = {X S Z% t.c. MCD(xj,m) = m} & %ZTNn .
Sia, per ogni I | m, [ > 1, CI(Q%W un codice di supporto {0} U (Ker¢ N Hy ;) tale
che x;1 = 0.
Sia ora x € Hy,; una N-upla fissata. Allora ®x ¢ una variabile aleatoria di
distribuzione uniforme su %Z% (si veda I’Appendice), e quindi in particolare

P(dx = 0) = G)L . (3.13)

Definiamo J C Pn(Zy,) come l'insieme dei tipi delle parole di Hy ;. Dalla (3.13)
segue che, per ogni 8 € JZN, si ha

sam- () (1)

e quindi, per ogni 8 € Py (Z,),

e N N
S(0|Cl(<e)r¢>71) = (N0> <l> 5{9€JZN}'

Applichiamo il Lemma 8 a ciascun codice, mediamo sull’ensemble, e usiamo Jensen

Plelc®, 1) <
p
1 -1 1
<Y X WN(y!V)””< > 5016 5, 1)(e) 2 WN(y!VJrX)””)
vezZh yeyN 0PN (Zm) xE’TeN

<Y AT Waylv) ((%)L DS WN<y\v+x>l+lp)

veLy  yeyN 6cI] xeT,N

P
— K0 S LS Wylylv)T ((%)N > WN<y\v+x>1+1»)

vezh yeYN x€H; N

p

1 N 1

<Y v X Wav)Te | (1) X Wylv x|
vezn yeynN xeRzN

(3.14)

Di qui in poi tutto segue come nella dimostrazione del Teorema 11. |
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vl

hl
v2

h2
v6 h4

Figura 3.1: Un grafo di Tanner

Introduciamo ora il grafo di Tanner di un codice Cker 4. E un fatto noto
che il gruppo Hom(ZY, ZL ) degli omomorfismi di Z,,~moduli liberi & isomorfo
a gruppo ZE*Y delle matrici a valori in Z,, di dimensioni L per N. Sia dunque
H € ZEXN 1a matrice corrispondente a Ker ¢; H ¢ detta la matrice di parita
del codice Ckerg. Associamo ad H il grafo bipartito

G=NUM,E)

ed il labeling
c: B — 7,

definiti nel modo seguente. Siano N = {vy,...,on}, M = {hy,..., hr}.
ogni coppia (v, hy) € N x M appartiene ad E se e solo Hy, ,, # 0: poniamo
inoltre

c((Vn, hin)) = Hpp, -

Viceversa, sia C = (N UM, E), h : E — Z,,, un grafo bipartito eti-
chettato. Associamo a tale grafo 'omomorfismo ¢ € Hom(Z, ZL ) definito

da
(@x),,= > @acl(va b)), i=1,...,L.

(vn,hm)EE

In seguito chiameremo N insieme dei variable nodes, e M insieme dei check
nodes. Ciascun variable node corrisponde ad un simbolo della parola di codi-
ce, ciascun check node ad uno vincoli sui simboli della parola che definiscono
il codice. Ogni vincolo h,, € M coinvolge un certo insieme di variable nodes
che indichiamo con N (m) ed & soddisfatto se la somma dei simboli coinvolti
si annulla. A sua volta ogni variable node v, € N partecipa ad un certo
insieme di check, che indichiamo con M(n). Il grafo di Tanner ci servira a
definire i codici a bassa densita nel prossimo capitolo.
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3.4 Z,—capacita di un canale Z,,—simmetrico

Nei paragrafi precedenti sono stati introdotti la Z,,—capacita Conoeil Zn—
esponente E’m(R) di un canale Z,, simmetrico. E stato mostrato inoltre
che C,, ¢ Deffettiva soglia per la comunicazione affidabile. Infatti, come
conseguenza diretta dei teoremi 10, 11, e 12, si ha il seguente enunciato.

Corollario 13
Sia dato un canale senza memoria Z,,—discreto di Z,,—capacita C,,. Allora

e per ogni R < C’m, per ogni € > 0, esiste un codice a blocco Z,,~lineare C
di rate maggiore o uguale a R la cui probabilita di errore con decodifica
ML soddisfa

P(elC) < e .

e per ogni R > é’m, esiste K > 0 indipendente da N tale che ogni codice
a blocco Z,,—libero C di rate R, con un qualsiasi decodificatore ®¢, ha
probabilita di errore

P(elC) > K .

A questo punto ci si pone naturalmente la domanda se C,, sia minore
strettamente oppure uguale a C,,, cioe se la restrizione dall’insieme dei co-
dici a blocco a quello dei codici Z,,~liberi comporti o meno una perdita di
capacita.

Se m € un numero primo, allora Z,, non ha sottogruppi propri, quindi
I'unico sottocanale da considerare e lo stesso canale. Dunque in questo caso
si ha R R
Cn=C, EnR)=E,R).

In effetti, quando m ¢ primo Z,, ¢ un campo; che i codici lineari su campi
finiti raggiungano capacita su un canale simmetrico € un risultato ben noto
nella letteratura (si vedano ad esempio [15] e [33]).

Quando m non e primo Z,, ha dei sottogruppi propri, quindi un cana-
le Z,,—lineare ha degli effettivi sottocanali. Per scoprire se tali sottocanali
provochino una perdita di capacita per i codici Z,,~lineari, i.e. se

Jl|m, I1#1 te  (logm)C; < (logl)Chp,

€ necessario studiare il caso specifico. Per quanto riguarda i canali gaussiani
additivi di tipo S o di tipo (S,5’) la risposta dipende direttamente dalla
geometria della costellazione S. Nel prossimo paragrafo verra dimostrato
che, in un caso di notevole interesse applicativo, la costellazione S = 2"-PSK
con gruppo generatore G = Zor, non si ha perdita di capacita, i.e.

égr = CQT .
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Si tratta di un risultato tutt’altro che ovvio, dal momento che non & vero
per una qualunque costellazione geometricamente uniforme con un qualsiasi
gruppo generatore. Nel seguito verra presentato infatti un esempio di canale
gaussiano additivo di tipo (5, S) che presenta un’ostruzione algebrica per i
codici Z,,~lineari.

Esempio 5
Consideriamo la costellazione tridimensionale

S = (3 — PSK) x (2 — PAM)

con gruppo generatore Zg =~ Zso X Zs, introdotta nell’Esempio 4 e riportata
nella figura 2.4 del capitolo precedente. Fissiamo L = 1 e facciamo variare
h > 0. Consideriamo il canale gaussiano additivo di tipo (.5, .5), i.e. il canale
senza memoria Zg—simmetrico

{W(|z) € P(Zs)}zcz

ottenuto come quantizzazione di un canale AWGN di ingressi S su S stessa
in uscita. Tale canale & descritto dalla distribuzione W (-|0) € P(Zg) definita
da

W(yl0) = (we)y ,

dove, direttamente dalla definizione delle regioni di Voronoi di S, si trova
We = ((1 —p)(1 —2q),pg, (1 = p)g, p(1 — 2q), (1 —p)q,pq> ,

+o0 )

p:p(h): \/m

= q(Ny) —(@+y*)/No) 1d
q = q(No) N07T // ray .

x>0
y>1—f

Sia Cg la capacita del canale Zg—simmetrico, e siano Cy e C3 dei suoi due
sottocanali. Si verifica allora che

Cs=Cy+Cs . (3.15)

Definiamo infatti
wy = (1 —p,p) € P(3Z) ,

ws = (1—2¢,q,q) € P(2Zs) .
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Possiamo calcolare esplicitamente

Co=HY)—-HY|X)=1logb — H(wg)
Cs3=HY)—-HY|X)=log3+ H(ws) — H(wg) (3.16)
Cs3=H(Y)—H(Y|X)=log2+ H(ws) — H(ws)

H(wg) = —(1—p)(1—2q)log ((1 p)(1 —2q)) — pqlog (pq)
—(1 = p)qlog ((1 = p)q) — p(1 —2¢) log (p(1 — 2¢))
—(1=p)qlog ((1 — p)q) — pqlog (pq)

= (L —p)H(ws3) — (1 —p)log(1 —p) + pH(ws3) — plogp

= H(ws)+ H(ws)

Dalla (3.16) segue dunque la (3.15). Perché la Zg—capacita del canale coincida
con la sua capacita si deve avere quindi

(log2 4+ log 3)Cs > log 2(Cs + Cs)
(log2 +log 3)C3 > log 3(C5 + Cy)

cioe
03 = 02 )

e quindi
log2 — H(ws) =log3 — H(w3s) . (3.17)

Ma la (3.17) equivale alla seguente equazione non lineare in h

H (% erfc (W)) = H(ws3(Ny)) — logg . (3.18)

Si osservi che H e una funzione continua e strettamente crescente nell’inter-
vallo [0, 3] e assume valori in [0, log 2], mentre erfc ¢ continua e strettamente
decrescente su (0, +00), e assume valori in (0,1). Dunque, per ogni Ny > 0
fissato, il membro sinistro dell’equazione (3.18) ¢ decrescente in h sull’inter-
vallo (0,+00), tende a log2 per h — 0, e a 0 per h — +o00. La (3.18) ¢
risolubile solo per ogni N, tale che

log3/2 < H(ws(Np)) < log3 ; (3.19)
inoltre in tal caso la soluzione & unica. La (3.19) equivale a richiedere che sia

No € (0, Ny) ,
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dove Nj e un valore di soglia definito come 1'unica soluzione di
H(w3(Ny)) =log3/2 . (3.20)

In effetti, si pud mostrare che il membro sinistro della (3.20) ¢ strettamente
crescente in Ny sull’'intervallo (0, +00), e che tende a 0 per Ny — 0 e a log3
per Ny — +o0o; dunque N € ben definito.

In conclusione, possiamo affermare che i codici liberi su Zg usati con la
costellazione 3-PSKx2-PAM non permettono tipicamente (i.e. tranne che
per valori di Ny minori di N, fissando h che soddisfi la (3.18)) di raggiungere
la capacita del canale gaussiano additivo di tipo

(3—PSK % 2—PAM , 3—PSK x 2—PAM)

3.5 La costellazione 2"-PSK con gruppo ge-
neratore Zor

Restringiamoci al caso di costellazione S, = 2"-PSK con gruppo generatore
G = Zy. Useremo in questo paragrafo delle notazioni diverse da quelle
adottate finora: in particolare indichiamo con C, la capacita del canale
gaussiano additivo di tipo

(27 — PSK, 2" — PSK).
Consideriamo il vettore delle probabilita di transizione
w = (wo,...,war_1), w;:=W(j|0),
e, per ogni 0 < g < 7 e i € Zor, introduciamo le notazioni seguenti

e s r— R —
Ai,q =1+ 2"y, /\z‘,q = E Wi, Wiq= (wi7wi+2’"*q,“.)

jeAi,q
Aq - ()\07(17 )\Lq, ey )\27“—!1_17(])7 qur = H(Aq)

Poniamo inoltre, per 0 < ¢ < r — 1 fissato,
=i 2t

si osservi come A; , U Ajx ; = Ay gr1, e quindi Aj g + A= g = A g1
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Esempio 6
Per chiarire le notazioni consideriamo il caso r=3, i.e. G=%Zg. Per ¢ = 0 si
ha
=144,
Aip = {i}, Wio = (wi),
)\0 =W, H073 = H(W)

Per ¢ =1 si ha
=142,
Ai,l - {’l,l+4}, Ai*,l - {Z+2,Z+6}
Wil = (w3, Wit a), Wix 1 = (Wit2, Wite)

A = (wo + wy, wy + ws, wa + we, w3 + wr)

Per ¢ =2 si ha
r=i+1,

Np={i,i+2,i+4i+6}, Npp={i+1Li+3,i+5i+T7}
Wio = (Wi, Wit2, Wits, Wits), Wix o0 = (Wit1, Wiy3, Wiys, Witr)
AZ = (w0+w2+w4+w6,w1+w3+w5—i—w7)

Infine, per ¢ = 3 si ha
Ai,S = Zs, W;3 =W

As=(1), Hs3=0. O

Lemma 14

Cor =q+ Hyy — Hoy (3.21)

)

Dimostrazione
Per la Proposizione 5, C, , ¢ ottenuta con distribuzione uniforme su 2"~9Zy-. La
distribuzione corrispondente sulle uscite ¢ data da

1
/\j7q, Vj € ZLor,

py(j) = 21

e dunque ha entropia H(py) = ¢+ H,,. L’entropia condizionata ¢ invece data da:
H(Y|X) = H(w) = Ho,

Da questo segue la (3.21). [ |
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Mentre fino a questo punto I'ipotesi sulla geometria della costellazione non
¢ ancora stata usata, ¢ nella dimostrazione del risultato seguente che questa
gioca un ruolo fondamentale nel determinare 1’ordinamento del vettore w
delle probabilita di transizione. Mostriamo dapprima qual e tale ordinamento
nell’esempio della costellazione 8-PSK.

Esempio 7 (segue)
Nel caso r = 3 si verifica che

W > Wy = W1 > Wg = We > W5 = W3 > Wy, (322)

e quindi ¢’¢ una alternanza tra w di indice pari (P) e di indice dispari (D)
del tipo
wp > Wp = Wp > Wp > Wp > Wp = Wp = Wp. O

L’ordinamento di w nel caso r generico presenta una struttura simile.

Lemma 15
Perognil<qg<r—1e0<i<27%71 1, le componenti del vettore w
soddisfano uno dei due ordinamenti sequenti:

i,q+1

(

w; > Wirqor-q(20-1) = Wix 2 Wigor—a(2a-1)
Wiyor—a > Wi y2r—a(24—2) > Wi yor—a > Wi4or—a(2a—-2)
[ Witor—a(20-1-1) > Wik yor-1 > Wi por—a(2a-1-1) = Wigpgr—1
(
Wisyor—a(a—1) = W; > Wiyoar—a2a-1) = Wi
Wix2r—a(24—2) > Wiyor—q > Wi4-9r—a(2a—-2) E U
[ Wixyor—1 > Wiyor—a(2a—1-1) > Wiggr-1 > Wi qgr-aq(2a-1_1)
(3.23)
Dimostrazione
Dalla definizione delle regioni di Voronoi di S’ = 2"-PSK
Vii={r e R" tc. ||r—s|lgn <||r—s*||gn , Vs* € 5}, se s,

e dal fatto che la densita di una gaussiana n—variata di valore atteso s e matrice

di convarianza Nyld,, sia funzione decrescente della distanza euclidea dal punto s,

segue che 'ordinamento decrescente delle probabilita di transizione w coincide con

quello crescente delle distanze euclidee dal punto 0 della costellazione. Definiamo
1

)
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Figura 3.2: La relazione tra la fase « e la distanza dal punto 0

e consideriamo 'insieme delle fasi dei segnali di A; g1, i.e.
Qigr1 ={p+10)l=0,...,29"" —1}.

Con semplici ragionamenti geometrici (vedi figura 3.2) si verifica che il segmen-
to congiungente i segnali di fase 0 e « rispettivamente ha lunghezza proporzionale
a sin(3), dove B := 3(m — |7 — al).

Quindi, posto

fla) =7 —|m—al,

ci si riduce a trovare I'ordinamento crescente di f(£2;441). Poiche

| e+li0 0<l <2
f(¢+w)_{ (201 —¢ 20<]<20t 1
si ha che
20—11
f(Qi,tH-l) = U I
k=0
con

0= {$,0— 6,0 +¢,20 — ¢}, T =2k0+T°.
Si noti che, per 0 < i < 277972, si ha

0<¢p<;0

N |

e quindi

G<O—G<0+¢<20—

ne segue l'ordinamento (i).
Per [277972] +1 <4 <2791 — 1 siha invece

1
—-0<¢<
29_¢>_9
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e quindi
0—¢<¢<20—0¢<0+¢;

ne segue l'ordinamento (ii). [
Dato 1 < o < g, partizioniamo A; , come
Nig = AT UATT
nel modo seguente:

e si divida A;, in 297 2*-uple scegliendo di volta in volta i 2 indici di
A; 4 corrispondenti alle probabilita di transizione w maggiori;

e di ogni 2%-upla si assegnino i 27! indici corrispondenti a probabilita
. .. . . o,+ . . o,—
di transizione w maggiori a A;;", gli altri a A7)
Definiamo inoltre

at+ __ . [ Sn— .

Org = E wj,  Of, = g w.

jeasy JEATy
Si osservi che specificare per ogni 1 < a < ¢q 'appartenenza a A?;;r oa Al
individua univocamente un elemento di A, g, i.e.
q

a,Sq
ﬂ Aiﬁq

a=1

=1, V(s1,...,8) € {+,—}~ (3.24)

Esempio 8 (segue)
Perr =3, ¢ = 2, a = 1, ’algoritmo precedente produce le partizioni seguenti:

Aoo = A(l):;r U A(l):; = {wp, wa } U {wy, we},

ALQ = A}:;— U At; = {U}l, U}7} U {UJ3, U)5}.

Dall’ordinamento (3.22) segue che
5(%:;_ + 5%:; = wo + wy + wy + wy Z Wy + Wo + wWg + Wy = )\072, (325)

53:; + 5%:; = Wy —|— w9 -+ w1 -+ wr Z ws + Wy + w1 -+ W7 = )\1’2. (326)

La (3.25) e la (3.26) implicano in particolare che

H (8573 + 015,005 + 615 ) < H (M2 Ar2). O
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Questo risultato si generalizza come segue.

Lemma 16
Perognil<a<q¢g<r—1,0<i<2—a1

N S : o
H( ba T g O ’q> §H< g Ara > (3.27)

)
)‘i,qul >‘i,q+1 )‘i,q+1 )‘i,q+1

Dimostrazione
Facciamo vedere che
o+ o+ .
%Q + 5.’:"’ > Nig
(07 (0%
5%’41 + 5@'*,61 = Airq-

Per costruzione abbiamo

1+ 2+ q,+
52'761 = 5i,q S.s 5i,q

e quindi ¢ sufficiente mostrare che

5z‘1§+ + 51‘1*72 > Nig
1,4 1+ (3.28)
5i,q + 51'*,(1 > Aivg-
Ma da entrambi gli ordinamenti (3.231) e (3.23ii) segue che
. — 1 . —_
Apt = {wi |0 < <2971 =1}, ALY = {wi o1 a0 < 5 <2071}
e che

. -1 .
’wi+j2r—q 2 wi*+j2r—q, wi*+(2q71,j)2r—q Z wi+(2q71,j)2r—q, VO S ¥ S 2q — 17

quindi
1 1 20 1
+ o
67:7(1 + 5i*,q = Z (’[Ui+j2r—q + wi*+(2q—17i*)2r—q) Z
J=0
29-1 1
Z Z (wi+j2r7q + wi+(2q—l_j)2r7q) = )\i7q
J=0
e, analogamente,
2011
1,+ 1,+ .
6i,q + 6i*,q Z (wi*+(2q71_j)2r7q =+ wi*+j2r—q) = )\i*,q
Jj=0 |

Possiamo finalmente dimostrare il seguente risultato.

Teorema 17
Perogni1l<qg<r—1,

0Coi1r < (¢ +1)Cy,y (3.29)
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Dimostrazione
Per la (3.21), la (3.29) ¢ equivalente a

Ho, + qHgp1r < (g4 1)Hg. (3.30)
Ma
2r—a-1
Hoy = Hy, + Z NigH (A(j) (3.31)
r—q—1
Hy, = q+1r+2 qz 1)\7q+1H< g i ’q> (3.32)
= Aig+1 Nig1

e quindi ¢ sufficiente mostrare che, per ogni i = 0,1,...,2" 7971 — 1,

qAig+1 H <; ?) > NigH <A1q> + Aiw o H (A ) : (3.33)
g+l Nig+l i,q i*,q

Dalla (3.24) segue in particolare che

(”’) ZH O Vg : (3.34)
7q+1 )‘zq+l

Quindi, utilizzando nell’ordine la (3.34), la concavita di H e la (3.27), si ha
)\i’q H<wl,q) + >\’i*7q H <'L 7Q> <
Aigt1 Aig Aig+1 Aig +_
a, a,— a, a,—
< Zq: Aiyg o 5zq iq Ai*q J 2 o 5Z*q <
o=l /\z,q+1 Ai q ’ )‘i,q /\i7q+1 A+ q7 A q N
q OO p 0%t 50T 4 5% (3.35)
<SS H ©.q Z*q’ i,q 9 [ ]
a=1 Aig+1 Aig+1 -
<3 H( Aig | Airg ) = qH( Aig | Airg >
Tamt \Aigrn Aigi Aigt1 Aigtl
Dal teorema si ottiene direttamente il risultato seguente.
Corollario 18
Perognil<q <q <r
a2
Cpr < —Cy. (3.36)
41
|

Si osservi ora che, poiché le dimostrazioni del Lemma 15, e quindi del
Lemma 16 e del Teorema 3.29, sfruttano soltanto ’ordinamento delle distanze
euclidee dal punto 0 della costellazione, essi restano validi anche per ogni altra
costellazione con lo stesso ordinamento, per la quale, dunque, resta valido il
Corollario 18.
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Figura 3.3: Capacita normalizzata (i.e. in [Sym/Ch.Use]) per alcuni canali

AWGN di tipo m—PSK

3.6 Conclusioni

Concludiamo riassumendo il principale risultato ottenuto in questo capitolo,
che costituisce una risposta —seppur parziale- alla questione sollevata da
Loeliger in [18] a pag.1680.

Teorema 19
I codici Zor—lineari raggiungono la capacita di un qualsiasi canale gaussiano
additivo di tipo (2" -PSK,2"T1-PSK).

Dimostrazione

Applicando il Teorema 11 ed il Teorema 12, ed il Corollario 18 possiamo concludere
che, per ogni R < C' le successioni di ensemble di codici Zgr—lineari (€ 1 (R, N))n
e (Eker (R, N))n sono molto buone per il canale. Da questo segue che esiste una suc-
cessione di codici Zor—lineari di probabilita di errore tendente a zero, con decodifica
ML. |

3.6.1 Generalizzazione al caso di uscite continue

Se si considera il limite per ¢ — 400, si ottiene immediatamente il medesimo
risultato per il canale a ingresso discreto e uscita continua che si ottiene dal
canale gaussiano additivo di tipo 2"-PSK proiettandone le uscite su 51, i.e. la
circonferenza di raggio 1. Per i canale gaussiano additivo di tipo 2"-PSK, i.e.
quello di uscita R? senza proiezione su S;, non abbiamo un analogo risultato
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teorico. La capacita di un qualsiasi canale gaussiano additivo di tipo S e pari

a
T i=0

mzoRn

Cp =logm —

m

(3.37)

I risultati di un’integrazione numerica della (3.37) (ripresi da [22]) nel caso dei

canali AWGN di tipo m—PSK, con m = 2,4, 8, 16, 32, 64, sono riportati nella

figura 3.3, normalizzati rispetto a logm. Tale grafico, oltre a semplici consi-

derazioni circa 'ampiezza della banda usata da tali costellazioni, a parita di
rapporto segnale-rumore, ci induce ad avanzare la seguente congettura.

Congettura Sia Uy la capacita del canale gaussiano additivo di tipo
2"-PSK. Allora, per ogni 1 <r <'s

7"025 S SCQr . ]

Se tale congettura fosse confermata, allora avremmo dimostrato che i codici
Zor—lineari raggiungono la capacita di un qualsiasi canale gaussiano additivo
di tipo 2"-PSK. Questo completerebbe la risposta alla questione posta da
Loeliger per le costellazioni 2"-PSK.

3.6.2 Costellazione 3—PSK x2-PAM

Ritorniamo alla costellazione 3-PSK x2-PAM. Abbiamo mostrato nell’esem-
pio 5 che, tranne che per particolari valori di Ny e h, tale costellazione pre-
senta delle ostruzioni algebriche, e quindi i codici Zg—liberi non raggiungono
capacita. Tuttavia e possibile raggiungere la capacita con codici Zg—lineari
non liberi, nella maniera seguente. Abbiamo visto che:

Ce=Cy+ Cs .
Per ogni R € [0, Cg), poniamo
Cy Cs
Ry := —R R3;:=—R
2 06 ) 3 Cﬁ )
segue immediatamente che
Ry < Oy, Ry < (5.

Possiamo quindi applicare il Teorema 12, separatamente ai canali gaus-
siani additivi di tipo (2-PAM,2-PAM) e (3-PSK,3-PSK) e concludere (si
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osservi che 2 e 3 sono primi quindi non ci sono sottocanali) che la suc-
cessione di ensemble di codici Zsy-lineari di rate maggiore o uguale a R,
(SI@r(Rg, N))n, e quella di codici Zs-lineari di rate maggiore o uguale a Rs,
(Sngr(Rg, N))n, indipendenti tra loro, hanno probabilita medie di errore che
soddisfano rispettivamente

P(0)” < exp(NEs(Ry),  P(0)" < exp(NEs(Rs)) ,

dove E@(R) e E®(R) sono gli esponenti di errore dei due canali AWGN di
tipo (2-PAM,2-PAM) e (3-PSK,3-PSK), da non confondersi con Ey(R) ed
E5(R), esponenti di errore dei sottocanali di tipo (2-PAM,2-PAM x3-PSK)
e (3-PSK,2-PAM x3-PSK).

A partire da EI((Q;(R, N)e 51((3;(]%, N) definiamo ora l’ensemble prodotto

8(6)<R7 N) = gl(i)r(R& N) X €I(<2e)r(R2> N) )

dei codici C® = C®) x €@ su Zg di rate maggiore o uguale a R = Ry + Rj,
con la probabilita

P(C%)) .= P(C?)P(C?) .

I codici C cosi definiti sono Zg-lineari, ma generalmente non Zg-liberi. La
probabilita di errore di ciascuno di essi soddisfa

1 — P(e|c'?) = (1= P(e|c?))(1 - P(e|C™))
e quindi, mediando sull’ensemble £©) (R, N), si ha

(6) ®3)

1- P = (1~ P - P,
da cui segue
Pe)” = Pl +P(e) —Ple) Ple)”
< P? +P@)?
< exp(NEy(Ry)) + exp(NEs(Rs)) .

La probabilita media di errore dell’ensemble £ (6)(R, N), dunque, tende a 0
esponenzialmente in N.

Possiamo concludere che i codici lineari, a differenza di quelli liberi, su
Zg raggiungono la capacita del canale gaussiano di tipo (3-PSKx2-PAM,
3-PSKx2-PAM).
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3.6.3 Costellazione (2", h)-PSK

Consideriamo ora la famiglia di costellazioni tridimensionali (m, h)-PSK in-
trodotta nell’Esempio 3 del capitolo precedente. Abbiamo gia osservato che
al limite per h — 0 tali costellazioni degenerano nella m—-PSK. E ragione-
vole dunque aspettarsi che le prestazioni dei codici Z,,~lineari su un canale
gaussiano additivo di tipo (m, h)-PSK siano simili a quelle su un canale di
tipo m~PSK, per valori di A sufficientemente piccoli. In effetti possiamo
dimostrare I’enunciato seguente.

Proposizione 20
Datiqg er in N, e h € R tale che

2
0<h< \/sin2 T sin}(2) (3.38)
2" 2"
i codici 29-lineari raggiungono la capacita del canale gaussiano additivo di
tipo
((zq, h) — PSK, (2", h) — PSK) .

Dimostrazione

La (3.38) implica che l'ordinamento delle distanze euclidee dal punto 0 dei punti
della costellazione (2", h)-PSK sia lo stesso di quello della costellazione 2"-PSK.
Allora, come si e osservato in conclusione del paragrafo 3.5, vale in questo caso il
Corollario 18. Si ripete quindi la dimostrazione del Teorema 19. |

Per h soddisfacente la (3.38) dunque, non abbiamo ostruzioni algebriche alle
prestazioni dei codici Z,,~liberi. Per valori di A molto grandi, invece, ci
sembra ragionevole supporre che si abbia

Con < Chn

e che quindi i codici Z,,-liberi non raggiungano la capacita del canale gaus-
siano quantizzato su (m, h)-PSK. Non solo, ma in questo caso non si pud
ripetere lo stesso ragionamento fatto per i codici Zg—lineari non liberi sulla
costellazione 2-PAM x3-PSK, poiche (m,h)-PSK non ¢ il prodotto di due
costellazioni ortogonali tra loro. Pensiamo che, in questo caso, nemmeno i
codici Z,,~lineari non liberi possano raggiungere la capacita. L’unica possi-
bilita che rimarrebbe, qualora le nostre supposizioni venissero confermate, e
quella di usare l'altro gruppo generatore della costellazione (m,h)-PSK, il
gruppo diedrale D, ». Tutto questo motiva il progetto di studiare, in futuro,
codici lineari su gruppi non abeliani.
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Capitolo 4

I codici a bassa densita su Z,,
con decodifica ML

I codici a bassa densita (codici LDPC) sono stati introdotti per la prima volta
nel caso binario da Gallager nel 1960 nella sua tesi di PhD [13] e sono poi stati
studiati da diversi autori ([21], [20], [26], [30], [31]) e generalizzati su campi
finiti non binari in [11]. Noi useremo I’approccio proposto da [4] per cercare
un’estensione al caso di Z,,. Nel seguente paragrafo, daremo la definizione
precisa dellensemble dei codici LDPC. Obiettivo del resto del capitolo & uno
studio fondamentale delle proprieta medie dell’ensemble dei codici a bassa
densita e del loro comportamento asintotico. I risultati fondamentali sono
contenuti nei teoremi 30, 31, e 37 che riguardano il comportamento della
probabilita media di errore dei codici dell’ensemble. Arriveremo ai risultati
sopra in vari passi: l'idea fondamentale e utilizzare ancora la stima del Lem-
ma 8 come e stato fatto per ’analisi delle prestazioni degli ensemble classici
studiati nel Capitolo 3. Tuttavia, come vedremo, in questo nuovo ensemble
la stima dello spettro medio delle distanze risulta molto pit complicata che
nel caso classico e richiede uno spezzamento di ZY pitt raffinato di quello
utilizzato nella dimostrazione del Teorema 12.

4.1 Costruzione dell’ensemble dei codici a
bassa densita

Introduciamo in questo paragrafo I’ensemble di codici a bassa densita, che
sara oggetto di studio di questo capitolo, a partire dal loro grafo di Tanner:
questo approccio ¢ dovuto a [19]. E possibile considerare grafi di Tanner
regolari, in cui tutti i variable nodes hanno lo stesso grado e cosi pure i
check nodes, oppure irregolari, nei quali la distribuzione dei gradi dei nodi
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di ciascuna delle due classi viene opportunamente scelta. E stato dimostra-
to che i codici LDPC binari con grafo di Tanner irregolare hanno migliori
prestazioni con decodifica iterativa —si vedano [19], [30] e [31]. In questo
capitolo prenderemo in considerazione soltanto codici LDPC con grafo di
Tanner regolare.

Fissati tre interi positivi ¢, d e N tali che

c
L:=-NeN,
d
e una m € Sy, permutazione dell'insieme {1,..., Ne¢}, si definisca il grafo

bipartito (¢, d) regolare
G.=V=NUM,E,)

dove

N:{Ul,...,?)N}, M:{hl,...,hL}7
E’7r = ((U[i/c],h[ﬂ(i)/d]), 7 = 1,...,NC) € (N X ./\/l)Ld.

Si osservi che si ammette la presenza di archi paralleli, i.e. che collegano una
stessa coppia di nodi. Definiamo poi, per ogni 1 < n < N, il vicinato di v,
come

M(n) = <h(w1""’h(@l> e M-,

Ad ogni grafo bipartito G, corrisponde un codice a blocco C, di lunghezza
N su Z,, che sia un ordinamento del nucleo dell’lomomorfismo ¢, : ZN — ZL

definito da
(®(x)),,= Y an, i=1,...L;
(vn,hm)€EEx

ordinamento arbitrario con 1'unico vincolo che x; = 0. Osserviamo che per
ogni m € Sy, il codice C, € non degenere, Z,,~lineare, e ha rate R maggiore
o uguale al rate di progetto Ry, che definiamo come

Ry = (1 — 2) logm .
Sia ora II una variabile aleatoria distribuita uniformemente sul gruppo
di permutazioni Sy.. II induce naturalmente una struttura probabilistica
sull’insieme dei codici a blocco Z,,~lineari di lunghezza N e rate maggiore
o uguale a Ry. Questo spazio di probabilita ¢ I'ensemble dei codici a bassa
densita (¢, d)-regolari di lunghezza N che studieremo nel presente capitolo,
e si indica con Eppc(c,d, N).
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4.2 Una stima dall’alto alla probabilita media
di errore di ensemble arbitrari di codici
Z.,,—lineari

Il risultato che presentiamo viene dimostrato con un ragionamento simile a
quello delle dimostrazioni dei teoremi 11 e 12 del capitolo precedente. La
novita fondamentale consiste nel separare le probabilita di transizione verso
parole che sono ’quasi’ in un sottogruppo di ZY o in una sua classe late-
rale. Per spiegare il significato del ’quasi’ ¢’¢ bisogno di introdurre delle
ulteriori notazioni. Per ogni 8 € Py(Z,,), e per ogni [ | m, si definisca
8" ¢ PN (Zm/ T L) nel modo seguente

0= Y e, ieZm/%Zm. (4.1)

ne%Zm-i-i

Fissato 6 € [0,1], per ogni [ | m indichiamo con J3), il sottoinsieme di
Pn(Z,,) costituito dai tipi delle sequenze x che sono "quasi’ in (i + 2Z,)" e
non in una classe piu piccola:

m

N = {9 € Pr(Zy) tie. 09216 e Vh|l, h<l,¥je z

Zuti, 0026} .

Poniamo poi

N _ N
Js1 = U I

0<i<m/l—1

Al variare di [ | m, gli insiemi Ji\; costituiscono un ricoprimento di Py (Zy,),
le.
Py(Zw) = 3% (4.2)

llm

si osservi che non si tratta tuttavia di un’unione disgiunta. Infine, definiamo
N ._ 7N N ._ N

cioé 75, & I'insieme delle parole il cui tipo sta in JJ .. Si osservi che possiamo
scrivere gli elementi di 73}, come perturbazione di elementi di (%Zm + z)
con elementi di 7§} , e quindi abbiamo in particolare

m
[

Il teorema che stiamo per dimostrare fornisce una stima delle prestazioni
di ensemble arbitrari di codici Z,,~lineari il cui rate sia maggiore o uguale

T C —Z) + T (4.3)
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ad un valore R fissato. Dati R € [0,logm] e N € N, definiamo K e L come

segue:
K:z{N(R)-‘, L:=N-K.
logm

Si osservi come, per R fissato, si ha che

K R

Nt N logm

Introduciamo inoltre dei termini di perturbazione, f(J) e o, funzione ri-
spettivamente del parametro § > 0, e degli spettri medi di distanze S(8)
dell’ensemble &:

-0

£(8) = dlog(m — 1) + H(5) + log 11_ o (4.4)
5(6)

Qp 1= Max ———— . (4.5)
e () ()

Teorema 21

Sia dato un canale Zp,—simmetrico {W(:|z) € P(Y)}rez,,; Si supponga di
utilizzare decodifica ML. Fissati arbitrariamente ¢ € [0,1] e R € [0,logm], la
probabilita media di errore P(e) di un ensemble arbitrario E(R, N) di codici
Loy —lineari di lunghezza N e rate maggiore o uguale a R soddisfa

P < 3 SO0 m Y e (- |5 (Rt 5 ) - 1)) @0

ocJN llm
ot 1>1

dove D ¢ il parametro di Bhattacharyya del canale, i.e.

D= VW)W (yli), i€ Zn.

yeyY

mentre, per ogni l | m, l > 1, E; e R, sono rispettivamente [’esponente di
errore ed il minimo rate di utilizzo del sottocanale [—esimo:

K
Rp=logl, B = max{ max {Eo(q,p)}—PR} :

0=p<1 | qeP(L Zpn)

Dimostrazione
Le ipotesi di Z,,~linearita dei codici dell’ensemble, e di Z,,—simmetria del canale
consentono di scrivere

P(e) = Ec[P(e|C)] = Ec[P(e|C,1)] = Ec [Z WN(Y’O)] (4.7)

yEel
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dove e & ’evento di errore avendo trasmesso la parola x; = 0, i.e.
e1 ={y € YN tc. Im >2: Wy (ylxm) > Wy (y|0)}.
Definiamo
e i={y e YV te. In>2: %, € T ¢ Walylxm) > Wa(y]0)};

dalla (4.2) segue che
e C U egl)

llm

Uno union bound permette quindi di stimare

Plele, ) <30 (3 Wiylo)) - (4.8)

lm yee®

Definiamo, per ogni [ | m il codice € che consiste esattamente della parola 0 e
delle parole di C che stanno in ’Z:;]\[ , con lo stesso ordinamento con cui appaiono in C,

()

cio¢ in particolare con x;” = 0. Si osservi che tali codici ¢ tipicamente non sono
Z.,—lineari, benché C lo sia. Possiamo allora interpretare ciascun addendo della
sommatoria pitl esterna nella (4.8) come la probabilita di errore di CY) condizionata
alla trasmissione della prima parola

C(l Z Wn(y|0) .

1
yEeg)

Stimiamo separatamente tali probabilita di errore. Per P(e]C(V)) usiamo lo union—
Bhattacharyya bound:

PlelcW, < Y S, DY = > 5(6|c)DN. (4.9)
OEPN (Zm) 6eJ

Per [ > 1, applichiamo invece il Lemma 8 del Capitolo 2 a ciascun codice C¥) con
un p; € [0, 1] arbitrariamente scelto; si ha

P(e|C(l), 1) <
oL
1 1 -1 1
<Y 5 X WMYIV)“’”( > S01CU1) () 2 WN(Y|X+V)”’”>
vezN T yeyN 0PN (Zm) x€Ty
A
1 1 ~1 1
= Y — X Walyv)Ta [ X S010)(ve) X Wilylx+v)Te
vezN T yeyN oc Y, xeTp

Mediando sull’ensemble £(R, N) e usando la disuguaglianza di Jensen otteniamo
Ec[P(e|c®,1)] <
1 1 -
<Y oy X W | X 50 S Wiyl v)Ta

vezl M yeyN ocJl, xeTY

P

(4.10)
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Ricordando la definizione di o; e usando la (4.3), possiamo stimare

S SO T Walyx+v) <

BEJéVl xE’Z;N

<Mla T Walylx+v)Ta (411)

N
xeTsy

_1
<H'a T Walylx+vt)a
teT N x€ LY

Fissiamo un insieme ; C Z% di cardinalitd (7*)" contenente un elemento per
ciascuna classe laterale di Z!Z.. Sostituendo la (4.11) nella (4.10), applicando la

disuguaglianza di Jensen, e sfruttando la Z,,—simmetria del canale, otteniamo
Ec[P(elc®W,1] <

oL
1 1
< XYY A Walylv) T (az > fLWN(YIXJrVth)””l)

yeYN veZl, teTN xe LY,

1
<ot ¥ Y (LY Y Y AWaylz+w) T

te?}f{ zelY yeVN weRZN

P
_1
( > wWa(ylz+w+x+ t)1+pl>

my N
xE TZm

e Y S (Y TS A Walylatw)oa

teTN z€ yeIN weRZY

pL
1
( > ZLNWN(y]Z +x+ t)1+ﬂz>

x€ LY

=traf ¥ 2 ()Y X ¥ A Wa((—a)ylw)

te?’é{\g zelY yeYN we Rz

pu
( > wWa((—2)ylx + t)“”)

x€ LY

pu
_1 1
=kt Y Y lzleN(Y|W)””l< > Z}VWN(Y!XJF’G)”"l)

teT yeyN we 7y xe Rzl

pI
LD DD VDY lzleN(Y|W)1+”l< > lzleN((—t)Y|X)1+pl>

te’]’(s{\i yeYN we L ZLY x€ LY

=1kralt 33 Aly)A((—t)y)”
teT N yeyN

(4.12)
avendo posto

Aly):= ) liNWN(y\X)TI"l

x€ LY
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Si ha

Z); A(y)A((—t)y)” + Zy) Ay)A(ty)”
yeYN yeYN
>, AWA((-t)y) + > A(—t)y)Aly)”
yeYN yeynN
< ¥ APt + Y A((-t)y)et!
yeyN yeyN
=2 3 Ayt
yeyN

dove si ¢ usata la disuguaglianza, valida per ogni x,y,p > 0,

zyf + 2Py < Pt yp+1

Si osservi che Tf{ = —7:5{\1[ e che la cardinalita di ’Z:;]\lf puo essere sovrastimata cosi
(NG
753 < m ( 2 (o) m—-1"
w=0
N Né LN ! )
< m(E)m -0V 3 ()"

< mexp(N|[dlog(m —1) H(5) +log 1551
= mexp(Nf(9))

dove f(0) e stata definita nella (4.4). Si ha quindi

Y. 2 AA((—t)y)r =

teT N yeyN

(TS ApA-y ST Al)Aly))

teT yeyN teT yeyN

XX Ayt

teTN yeyN

<mexp(Nf(0)) X A(y)'*”

yeyN

Sostituendo nella (4.12), fattorizzando Wy (y|x) e applicando la proprieta distri-
butiva si ottiene

1+p
Ec[P(elc®,1)] < mexp(Nf(6)I5Pa" 3 ( > ﬁvWN<yx>”’”>

yeYN \xeRzy

. 1+p
= lelaflmeXp(Nf(fs))[Z( > (})W(ylfﬁ)lﬂ’l> ]

yeY \z€Zm

= mexp (—N [Eo(u%zm,pl) —p(Ry+ log%) - f(5)D ’
(4.13)
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dove umg,, ¢ la distribuzione uniforme su “*Z,. Infine, ricordando che I'esponente
di errore di un canale %mesimmetrico si ottiene con distribuzione uniforme in
ingresso, i.e. perogni 0 < p <1

max Fy(p,p) = Ey(umy ,
peP(ig,) o(p, p) of /- p)

ottimizzando su p; abbiamo

1
Ec[Pelc?, 1)] < mexp <—N [El <Rl + Oif”) — f(a)D (4.14)
Sostituendo la (4.14) e la (4.9) nella (4.8) si ottiene la (4.6). |

Il teorema 21 riconduce 'analisi delle prestazioni medie di un ensemble
E(R, N) di codici Z,,~lineari di lunghezza N alla stima del suo spettro medio
di distanze S(@), al variare di  in J. ﬁ . Tali stime per gli ensemble di codici
a bassa densita E.ppc(c,d, N) introdotti nel paragrafo precedente saranno

oggetto dei prossimi due paragrafi.

4.3 Una prima stima di P(x € C)

I codici a bassa densita, cosi come tutti i codici definiti come ordinamento
del nucleo di un omomorfismo, sono non degeneri per costruzione. Quindi,

S(6(0)|Cr) =0

per ogni C, nell’ensemble Eppc(c,d, N). Inoltre, tutti gli altri tipi 8 €
P(Zy,), si ha

W = ]EH [S(HICH)] = EH[ Z IL{xEsupp(Cn)}:| = Z ]P)H<X € Supp<CH))

XETQN xeTeN

La notazione Pr(x € supp Cry) pone enfasi sul fatto che la variabile rispetto
alla quale si calcola la probabilita e IT e non x. Nel seguito tuttavia, quando
non ci sara pericolo di confusione, useremo, per indicare tale quantita, la
notazione pit semplice

P(x € C)

Dunque P(x € C) ¢ una funzione deterministica di x € Z'. Come vedre-
mo, per la simmetria insita nella definizione stessa degli ensemble di codici
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a bassa densita Eppo(c,d, N) data nel paragrafo 4.1, P(x € C) ¢ funzione
solo del tipo 6(x), cosi che

SIC) = Y P(xeC) =T = (JJVVO)P(xeC) . oxeTy

xETHN

Nel seguito proponiamo due stime di P(x € C) che possono essere viste
come una sorta di estensione delle stime in [4]. La prima di tali stime, che
presentiamo in questo paragrafo, sara utilizzata per x € ’Z:;]Y con | > 1.
L’altra invece, presentata nel prossimo paragrafo, servira quando [ = 1.
L’enunciato seguente mostra come P(x € C) sia funzione solo di 8(x).

Lemma 22
Per ogni x € ZY | la probabilita che un codice C dell’ensemble ELppc(c,d, N)
contenga X €

w0 (yow) 2 )

(WD wENemy)L =1

L
te. Y wW=LO(x)

i=1

dove .
[y = {w € Pu(Zy,) t.c. m | dewk}
k=1 ,

Dimostrazione
Si osservi come prima cosa che una parola x € Z% soddisfa ’equazione

d

in =0 ( mod m) (4.15)

i=1

se e solo se il suo tipo 0(x) € Py(Zy,) ¢ tale che
m|dy ib(x),
i=0

ie. O(x) € I'y. Inoltre, il numero di soluzioni della (4.15) di tipo w € I'y e

chiaramente pari a
d
dw

Sia ora x € ZN¢ e consideriamo il sistema di equazioni
jd
> 2i=0 (modm) Vj=1,...L . (4.16)
i=(j—1)d+1
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Si osservi che si tratta di un sistema di equazioni mutamente esclusive e congiunta-
mente esaustive su Z°, nel senso che ogni componente dell’incognita x partecipa
ad una e una sola equazione del sistema. Ne segue che x € ZTN,LC ¢ soluzione di
(4.16) se e solo se e possibile scriverla come concatenazione di L soluzioni della
(4.15), i.e

x(1)
X= .
x(L)
con x19) € 74, soluzione della (4.15) per ogni j = 1,..., L. Per le considerazioni

appena svolte si ha che, per ogni tipo 6 € Py.(Z,), il numero di soluzioni di tipo
0 del sistema (4.16) ¢ dato da

Ld
We = > 11 < dw(i)> (4.17)
(WM, wINeryt =1 .
t.c. ZLzlw(i):LB
Sia ora x € ZY una N-upla fissata; definiamo x¢ € ZN¢ come la replica di x per
c volte:
TF 1= T[] i=1,...,Nec.

Si ossservi che il tipo 8(x¢) € Pnc(Zp,) coincide con il tipo O(x) € Pn(Zp).
Possiamo quindi esprimere la cardinalita dello stabilizzatore di x° nel gruppo delle
permutazioni Sy, (definendo 'azione di 7 € Sy, su x € ZN¢ come (7x); = x(m))
nella maniera segunte:

m

|Stab(x)| = [ ] (Ve 6i(x (Ne 6;(x
i=1 1=1

In conclusione, fissata una N—upla x € Z% la probabilita che x sia una parola
di codice dell’ensemble Erppc(c,d, N) ¢ pari a

PxeC) = IP’H( >, xf=0 (modm),jzl,...,L)
i:[T1(4) /d]=j

= IPH< % (H 1 C) =0 (mod m), jzl,...,L)
i=(

=(j—1)d+1

1
- Z (No)! 5{7rxc & soluzione di (4.16)}
TESNC

1
(NC)‘ (XC)’WO(X)

c \—1
- WB(X)(NCA(Q(XQ . [ |
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Per stimare i coefficienti Wy introdotti nella dimostrazione precedente, e
utile ricorrere ai cosiddetti multinomi generatori associati. Premettiamo una
notazione: date due N—uple x,z useremo la notazione

Z .__ 21 Zn
X = ... T,

con la convenzione 0° = 1. Definiamo ora
L/ od
R VI | ()
(WD wENe@my)L =1

L
te. Y w®=L0

i=1

Sia ¢ € C una radice m—esima primitiva dell’'unita (p.e. £ = exp(i2F)). Per
ogni 0 < 7 < m — 1 definiamo i multinomi

' j ] jid z i0;
9i(z) = (20 +Em + ¥z 4. F Mg )= Z (da) deéﬂ

0cPy(Zm)
e la loro media
m—1 1
a(z) = Egj(z)
7=0
Vale il risultato seguente.
Lemma 23
W(z) = (a(z)" (4.18)
Dimostrazione
Si verifica che
k2% 4 em-Dk_ [ m seml|k
1+ + % 4. 1 ¢ {0 se m 1k (4.19)

Infatti, se k | m, allora £&¥¢ = 1 per ogni 1 < a < m — 1. Se invece k { m, allora
€% £ 1, quindi abbiamo

k| 2k mk_ EM -1
1+ +E7+---+ 60 = 1 =0

Da questo segue che

g =Y

j=0 0cPy (Zm)

m—

m—1
1 4 _Z Wi} d\ 40
mt = 2 <d0>z

j=0 OEP4(Zm):
mldy’ i0;

H
A
\/

Ma allora dalla forma (4.17) segue subito la tesi. [
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Sia ora x € ZY una parola fissata; forniamo una stima dall’alto della
probabilita che x sia una parola di codice dell’ensemble Eppc(c,d, N).

Lemma 24
Per ogni x € Z1Y,

P(x € C) < (cN + 1)™(A(8(x)))" (4.20)

dove

m/l—1 d/2
A(8) = %(Zs& (7) [1 NIESDS 979)9,2”] ) (1.21)

llm n,k=0
n#k

2
)\::cos(—ﬁ) <1,
m

ep: N — N ¢ la funzione di Eulero, i.e. per ognin € N ¢(n) ¢é pari al
numero di interi positivi relativamente primi con n, e 89 € PN(Zn T L)
sono definiti nella (4.1).

Dimostrazione
Segue dal Lemma 23 che, per ogni @ € Py.(Zy,), si ha :

WezV? < W (z) = (a(2z))" (4.22)

qualunque sia z € (R*)™. Segue allora dal Lemma 22 che, dalla (4.22) scegliendo
z = 6(x), e usando la solita stima (A.2) per i coefficienti binomiali che vale:

(a(0(x))"  (Ne+1)™

= (a(0(x)))E(Ne m, .
GNCG eXp(NCH(O(X))) _( (0( ))) (N +1) (4 23)

P(xe(C) <

Resta da stimare

m—1

a(f) =

1
m

m—1 d
9;(0),  g;(0) = <Z 9n€j"> : (4.24)
n=0

J=0

Posto
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e ricordando la definizione (4.1) di 8% possiamo stimare 9j(0) nel modo seguente:

m/l—1 d
9;(8) = (z 9%”)
n=0

/2
m/l—1 m/l—1
= TS s S atgPmen)
n=0 n'{,Lk;é:kO
/2
m/l—1 m/l—1
< )2 + A oVl | =
< n;o ) MZZO k (4.25)
n#k
/2
m/l—1 ! 2 m/l—1 N
= [ @) —a-n = 6
n=0 n, k=0
n#k
/2
m/l—1
= l1i—a-xn X o
nT,Lk#:kO

Si not ora che i due insiemi
{0<j<m—1tc. MCD(m,j5)=1}, {0<j<m/l—1t.c. MCD(m,j)=1}

sono in corrispondenza biunivoca tramite la mappa j +— j/I. Sostituendo la (4.25)
nella (4.24), e quindi nella (4.23), si ottiene la (4.20). [

Osserviamo che, fissato 8 € Py(Z,,), per ogni [ | m, il termine

m/l—1

D)
> o
n,k=0
n#k

si annulla se e solo se
supp(8")) = {i}

per qualche 0 <7 < m/l. Questo avviene se e solo se
m
supp(0) C sz + .

Presentiamo i due risultati seguenti, che costituiscono un’applicazione del
Lemma 24.
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Corollario 25
Fissato n tale che 0 <n < N, per ogni x € ZY tale che

per qualche a € Z,, si ha che

P(x € C) < (cN + 1)’”% (m —p(m) + ¢(m) |1 - (1—A>% (1_%>]d/2)L ,

Dimostrazione
Stimiamo i termini che compaiono nel membro sinistro della (4.21) nella maniera
seguente:
m/l—1
S o0el >0, 1>
n,k=0
n#k
m—1 W n n
1
Z egtl)ek > 04(1—0,) = N (1 - N>
n,k=0
n#k
Applicando il lemma precedente e queste stime si ottiene la tesi. |

Corollario 26
Fissato 6 € [0, 3], per ogni x € TpY si ha

P(x € C) < (cN + 1)™ G L(1— %)B(é)) | (4.26)
dove
B(8) :=[1— (1 —X\)5(1—8)]"*.
Dimostrazione

Se 0 € Jﬁ,i, allora, per ogni h | m tale che [ { h si ha
s<oM<1-4

Infatti, posto a = MCD(l,h), |  h implica a < [ e quindi, direttamente dalla
definizione di J g\éz segue che

o= 5N > Y 4=6">s

K€D L +i K€D L +i
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Inoltre, se [ { m, allora esiste j € Zy, tale che j ¢ 3'Zy,, e quindi

0 = > 0, <1-0i; <16

(2

Dunque, per ogni h | m tale che [ { h
m/h—1 m/h—1
(h)gh) < g(h) (h) _ g(M) 1 _ gy < : ) = _
néo oMo, > 6] kzzo 0, =0, (19, )_5§I;1§1I11_617(1 z) = 6(1—6)

Abbiamo quindi, per ogni 8 € Jé}; ,

AW) < fn( > o3+ ¥ [1—(1—A>6<1—6>]d/2)
h:l|h|m hl|1:r}rlL

Possiamo applicare la formula (A.4) riportata in Appendice, e ottenere

> (3)=2e () =7

hel|h|m e
e quindi
AB) < - (5 + (m= ") B@)) = % (1 4 <1 - }) B(6)> .
m
Infine, la (4.26) segue dal lemma precedente. |

4.4 Una nuova stima di P(x € C)

Si osservi come la stima (4.26) risulti del tutto inutile se [ = 1. In effetti,
in questo caso possiamo ottenere una stima migliore. Fissato ¢ abbastanza
piccolo, studiamo quindi P(x € C) per le N-uple x € TgY, ie. le parole
con quasi tutti i simboli uguali. Ovviamente la N-upla di soli '0’ & in ogni
codice dell’ensemble. Il risultato seguente riguarda le N-uple con un’alta
percentuale di 0.

Lemma 27
Fissato @ € Pn(Zy,) tale che

2
1-5 <t <1, (4.27)

71



per ogni x € T4 si ha che
L we\ we
P(x € C) < ( iy > (57) (4.28)
[51) \2L
dove w := (1 — 0y)N ¢ il numero di elementi non nulli di x.

Dimostrazione
x¢ ha wc elementi non nulli. Perche x sia in C & necessario che ciascuno degli
L check sommi nessuno oppure almeno due di tali elementi. Quindi, definita
y € {0,1}V¢ come

0 se (x°); =0
yi3:{ (%)

1 se (x°); #0 i=1,...,Nc ,
si ha
jd
PxeC) = Pn > (IIxf),=0,1<j<L
i=(j—1)d+1
jd
< Po| X ynwm#L 1<i<L (4.29)
i=(j—1)d+1
tab
Stablyl |,
(Ne)!
dove
jd
A:={ye{0,1}" tc. wy(y) =we e Z yi 71, 1<j<L
i=(j—1)d+1
Ma |Stab(y)| = (wc)!, mentre per stimare |A| ragioniamo come segue. Ad ogni

y € {0,1}V¢ corrisponde una matrice B € {0,1}%* definita da

Bij = Yag—1)44-

Ovviamente B e y hanno lo stesso numero di elementi non nulli. Inoltre y € A se
e solo se tutte le colonne di B hanno un numero di elementi non nulli diverso da 1.
Il numero di colonne di B con almeno due elementi non nulli deve essere minore

o uguale a [ % |; si osservi che Iipotesi (4.27) implica che |%°] < L. Il numero

di sottoinsiemi di cardinalita |%¢] dell'insieme delle colonne di B ¢ pari a (Li J)'
Sia C uno di tali sottoinsiemi fissato; il numero di assegnazioni di wec elementi2non
nulli alle colonne di C ¢ al piu (L%Jd). Dungque il numero di matrici B € {0, 1}4*%
di peso wec tali che ogni colonna contenga un numero di elementi diverso da 1 e

minore o uguale a (Lé J) (L%(:Jd) e quindi

'A§Q§Q<%y>
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Sostituendo nella (4.29) si ottiene, ricordando che Ld = N,

PxeC) < (&) (5™

wce wce

_ L~ (Ld —we)!  ([%55]d)!
() =T |

e[ — 1), (|2 )d—we+ 1) ([%]d)!
(Ld)(Ld—1)...(Ld—we+1)  (|%]d — wo)!

Per quanto riguarda le parole di peso 1, i.e. con un solo elemento non nul-
lo, proponiamo la seguente stima, piu raffinata della precedente e necessaria
—come vedremo nel seguito— per determinare l’esatto andamento asintotico
della probabilita media di errore degli ensemble £7,ppe.

Lemma 28

1
Per ogni x € Z tale che fy(x) =1 — g
e se MCD(c,m) =1 allora
PxeC)=0;

e se MCD(c,m) > 1 allora
L c\¢
< —
Plxel) s <c/a) (aL) ’

a := mfpc(m, c) , (4.30)

dove

e il piu piccolo fattore primo comune a m e c.

Dimostrazione
Sia x € ZY definito da
xn, =0, ;i =0,1#n (4.31)

per qualche 1 < n < N, 1 < b <m—1. Allora la somma degli L checks su x ¢
pari alla somma degli elementi di x°, i.e.

L jd Nc
Z Z (mx); = Z(ﬁxc)Z = be
j=1i=(j—1)d+1 i=1



Perché x sia in C & necessario che
m | be . (4.32)

D’altra parte, se MCD(¢,m) = 1, allora necessariamente la (4.32) implica che
m | b e questo & impossibile in quanto 1 < b < m — 1. Questo dimostra il primo
punto.
Passiamo al caso in cui ¢ e m non sono primi tra loro; sia e = MCD(c,m).
Allora
mibees 21 She D0,
e e e

dove 'ultima equivalenza deriva dal fatto che £ e > sono primi tra loro. Poniamo
m
b= 7f )
e

dove 1 < f < e — 1. Si noti ora che il numero di elementi [ non nulli che un
check deve sommare per essere soddisfatto deve essere tale che m | b, cioe m | efl.
Questo implica che

MCD(e,l) > 1. (4.33)
Infatti, per ogni [ tale che MCD(e,l) =1, si ha
ef fl,
e quindi
m 4 % fl.

Il minimo [ per il quale vale la (4.33) & proprio a definito in (4.30). Bisogna dunque
studiare la probabilita che ogni check sommi nessuno oppure almeno a elementi
non nulli di x¢. Tale probabilita si stima con gli stessi ragionamenti fatti nella
dimostrazione precedente con a = 2; si ottiene dunque

o (£) () :

Passiamo ora a considerare le N-uple con un’alta percentuale di elementi
uguali tra loro e diversi da '0’.

Lemma 29
Fissato a € Z,, \ {0}, per ogni x € Z% tale che

1— = < 0,(x) <1, (4.34)

P(x € C) < (LiJ> (%)w (4.35)

st ha che



dove
w=(1-60,x)N

¢ il numero di elementi divers: da a di X.

Dimostrazione
Sia a € Z,,, una N—upla di tutti simboli a. La somma di d elementi qualsiasi di
x € pari a da, quindi ciascuno degli L checks e soddisfatto se e solo se m | da.
Dunque a € C se e solo se m | da.

Sia ora x € ZY soddisfacente la (4.34). Consideriamo separatamente i due casi
m | da e m 1 da.

Se m | da, allorala N—upla a ¢ sicuramente in C. Quindi, poiche C & Z,,~lineare,

xclesx—acl(C.

Ma il tipo della N-upla x — a soddisfa le ipotesi del lemma 27, applicando il quale
si ottiene la (4.28).

Passiamo al caso m t da. La (4.34) implica che x¢ abbia almeno L(d — 1) + ¢
elementi uguali ad a e quindi necessariamente almeno uno degli L checks somma
d di tali elementi e non ¢ soddisfatto poiché m { da. |

4.5 La probabilita di errore dei codici a bassa
densita su 7Z,,

Usando le stime ricavate nei paragrafi precedenti possiamo finalmente dimo-
strare due risultati sul comportamento asintotico della probabilita media di
errore degli ensemble di codici low-density su Z,, che generalizzano quelli
presenti in letteratura per il caso binario. Il primo enunciato afferma che la
successione di ensemble (Exppe(c,d, N))n € molto buona se si possono sce-
gliere arbitrariamente c e d fissato il loro rapporto. Il secondo afferma che,
per c e d fissati, la successione di ensemble £, ppc(c,d, N) & buona.

Teorema 30
Si considert un canale Z,,—simmetrico fissato di Z,,—capacita C; si supponga
di utilizzare decodifica ML. Sia assegnato un rate di progetto R tale che

0<R<C
Allora esiste dy € N tale che, per ogni scelta di ¢ e d in N soddisfacente

d>d (4.36)
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~

R c C
<l—--=-x

>3
€= logm — d ~logm

: (4.37)

la probabilita media di errore degli ensemble Epppc(c,d, N) soddisfa le se-
gquenti stime asintotiche:

e se MCD(c,m) =1,

P(e) = O(N*™%), N — +o0; (4.38)
e se MCD(c,m) > 1,
Ple) = O(N'""7¢), N — 400, (4.39)
dove
a := mfpc(c,m)
Dimostrazione

Applichiamo il teorema 21 all’ensemble di codici low—density £ ppc(c, d, N), dove
¢ e d verranno fissati pitt avanti soddisfacenti (4.37), cosi come il parametro ¢:

Ple)< S 50D +m Y exp (—N [El <R1+ lofval) - f((S)D . (4.40)

0cJN llm
ot 1>1

R = <1—§>logl.

Riscriviamo la (4.40) nella maniera seguente

P(e) < Pr+Pir+ Prr+ Prv (4.41)
dove
m—1
Pr = (6)DNO
a=1 0€PN (Zm)
1-6<0,<1
Prr = Z S(6)DN
OEPN(ZM)
1-B8<6p<1
Pyr= > S(O)DY
OCP N (Zi):
1-6<6p<1-8
1
Pry:=m Z exp <—N [El <Rl + Oifal) - f(é)]) , (4.42)
llm
1>1
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B = 36_12 exp <— [c E 5 log <(m — 1);Z>D | (4.43)

Stimiamo separatamente i termini Pr, Prr, Prrr e Pry. Iniziamo con Pj.

m—1|N§| N N
Pro< X3 (m1) ()N
m—1
< X %m((m—l)‘sD&*‘s)N

=t 1= =)=

Dunque, condizione sufficiente affinché P; abbia andamento esponenzialmente de-
crescente a 0 in N, e che

(m—1°D° <1, a=1,....m—-1 . (4.44)

Per quanto riguarda Pry, poiché g < % la (4.27) & soddisfatta, e possiamo
quindi applicare il lemma 27, oltre al lemma 28:

> S(6)DN?
0PN (Zm):
1-B8<6p<1
= Y NPxeCxeZT/M)+ X (Fo)P(x € Clx € T)
0PN (Zm): 0PN (Zm):
fo=1—7 1-F<fo<1—%

BN N L\ (lc\le
:h(N)+lZ:(l)( )(m)( 7)
N
= h(N) +l§g(l),

dove si & posto

Si ha che

, () (&) (5
() () ()
i

< (m—1)2< 1 > < L2CJ26J> ( +%)(Z+2)C§
(%)C (m _ 1)264Cﬁ6_2
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Da come ¢ stato definito [ nella (4.43) segue immediatamente che, comunque si

scelgano c e d,
d 2 d c—2
o . 2c¢™ d
o= <(m 1e 2> (ﬁ2> <1

Abbiamo cosi che

N +o0
>l < Ygll) =
=2 =1

e quindi
Ns 1 N 2(L\ (c)2¢ N 3( L 3¢\ 3¢
Yo < 25 ((Nm-12() ()" + m-12( %) (30)")

= O(N*).
Possiamo concludere quindi che, se m e ¢ sono primi tra loro, allora
P = O(N*79); (4.45)

altrimenti

Py =O(N'"-¢) (4.46)

Passiamo a stimare Pry;. Applicando il Lemma 25 si ha

S@DY< Y 50)

0PN (Zm): 0PN (Zm):
1-0<6p<1-0 1-0<60p<1-p
[NVd]

= 2 2. Pkxe0)
n=|Np] x€EZN:
Oo(x)=1—n/N

< % NﬁIg%(N(S { (]X) (m—l)”(cN—l—l)m(m—go(m)—}—go(m)[l—(1—/\) & (1—%)] d/2> g }

Dunque,

log Py < log N(¢cN + 1)™

N N
+5H§1?§5 {f(é) + 5 [log (m —p(m)+e(m)[1— (1 -\t — t)]d/2> — logm] }

dove
f(6) :==H(0) + dlog(m — 1)
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Condizione sufficiente affinché Prj; abbia andamento esponenzialmente decrescente
a 0in N, per N sufficientemente grande, & che, supposto < 6 < %, si abbia

o)+

log [ m — ¢(m) + ¢(m) {1 - 2ﬁ] —logm <0 . (447)
Utilizzando la disuguaglianza

1—t<et
e ricordando la definizione di (3, abbiamo che condizione sufficiente per la (4.47) ¢

7o)+ 5 [log (m —o(m) + go(m)e[ﬁze"P([WD])] <0 . (448)

Stimiamo ora Pry. Poiché si e supposto
1—c/d<C/logm,

si ha che
R <Cy, l\m,l>1,

e quindi esiste una costante strettamente positiva A tale che
E(R) > A, Llm, I >1.
Utilizzando la (4.26) si puo stimare
o < (eN +1)"(1+ (1 —1)B(6))*

e quindi

logay ¢ m
< — — — .
N =g log (14 (I —1)B(9)) + N log(eN + 1)

Dunque, condizione sufficiente affinché Py abbia andamento definitivamente de-
crescente a zero esponenzialmente in NV € che

E (Rl + glog(l + (- 1)3(5))) —f6)>0 VI |ml>1. (4.49)

Si scelgano ora ¢*, d* € N soddisfacenti la (4.37). Si scelga § > 0 tale che siano
soddisfatte contemporaneamente la (4.44), la (4.48) e la seguente

Ei(R)+ f(0) > A/2, Vi|m,l>1
Si osservi che & sempre possibile trovare un tale § poiché

lim £(8) = lim () =0 .
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eperognia=1,...,m—1

lim (7. — 1D =D, <0.

Fissiamo un siffatto § > 0. Si osservi che potrebbe accadere, con la scelta fatta di
c¢* e d*, che f > 9. Poniamo ora d = d*k e ¢ = ¢*k. Si osservi che, con tale scelta,
il primo membro della (4.48) ¢ decrescente in k, mentre

Jim_B(5) =0. (4.50)

Dalla (4.50), dalla continuita di Ej, e dal fatto che § € infinitesimo per d — +o0,
segue che esiste ko tale che, per ogni k > ko, la (4.49) ¢ soddisfatta, e cosi pure la
(4.48). In tal modo sia o3 che Py hanno andamento definitivamente decrescente
a zero esponenzialmente in N.

La (4.38) e la (4.39) si ottengono cosi osservando che 'unico addendo nella
(4.41) di andamento asintotico non esponenziale & Pj;. [ |

Il teorema precedente assicura che, per un canale Z,,—simmetrico fissato,
per ogni rate di progetto R sotto la sua Z,,—capacita, € sempre possibile tro-
vare una successione di ensemble di codici low—density su Z,, di rate maggiore
o uguale a R che abbiano probailita di errore tendente a 0 in N, scegliendo
opportunamente i valori di ¢ e d. Il risultato seguente afferma invece co-
me, fissati ¢ e d, sia sempre possibile ottenere probabilita di errore tendente
a 0 in N per successioni di ensemble E,ppc(c, d, N), migliorando il canale,
cioe diminuendo I’entropia delle probabilita di transizione: questa operazio-
ne si effettua nella pratica aumentando il rapporto tra la potenza media del
segnale e la potenza del rumore.

Sia Y un Z,,~insieme finito. Per le considerazioni svolte nel paragrafo 2.1,
I'insieme dei DMC Z,,—simmetrici di uscite ) € in corrispondenza biunivoca
con P()) attraverso la relazione

P) 2 W= {W(ylz) := W((=z)y) € P(V)}sez.

Consideriamo lo spazio metrico P(Y) con la norma L'. Ricordiamo che
I'applicazione W — E(R, W) ¢ continua rispetto a tale metrica (Teorema 3),
e cosi pure la funzione entropia W +— H(W).

Teorema 31
Siano dati due interi c e d tali che d > ¢ > 3. Allora esiste € > 0 tale che la
probabilita media di errore degli ensemble Epppc(c,d, N) con decodifica ML
su ogni canale Z,~simmetrico {W(-|x) € P(Y)}zez,., la cui distribuzione di
probabilita di transizione W = W (-|0) € P()) abbia entropia

HW)<e,

soddisfa le stime asintotiche (4.38) e (4.39).
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Dimostrazione
Consideriamo un canale Z,,—simmetrico di probabilita di transizione W* € P(Y)
tale che

Wiy) =1, W(y) =0, VvyeI\{y'}, (4.51)

per un y* € Y fissato. Sievidentemente H (W*) = 0; ciascun sottocanale {WW*(:|x) €
P )}xe%zm ha dunque capacita

cr =logl

ed esponente di errore
E/(R)=logl—R

Si ripetano i medesimi ragionamenti della dimostrazione del Teorema 30, fino alla
(4.49). Ragioniamo poi nella maniera seguente. Si fissi un § > 0 tale che, per ogni
['| m, 1> 1, siano soddisfatte contemporaneamente la (4.44), la (4.48) e la (4.49).
Poiche Ej(R;, W) dipende con continuita da W, esiste un intorno di W* in P(Z,,)
di raggio € > 0, B(W,€), sul quale la (4.49) & ancora soddisfatta (e ovviamente lo
sono anche la (4.44) e la (4.48) che non dipendono da W). Per ogni W € B(W*,¢)
abbiamo dunque che valgono le stime asintotiche (4.38) e (4.39). Ma, come detto,
la funzione entropia H ¢ continua su P()), e si annulla esattamente sull’insieme
{W*, y* € Y}. Esiste dunque ¢ tale che

|W—-W*|1>&, Y'e) = HW)>¢,

da cui segue la tesi. |

Mostriamo ora che la probabilita media di errore sull’ensemble dei codici
low—density ha esattamente 'andamento asintotico individuato dai teoremi
precedenti; non c¢’e quindi una convergenza a 0 esponenzialmente in N, cosa
che invece abbiamo visto accadere nel capitolo precedente per gli ensemble
classici di codici Z,,-lineari. Gli ordini di convergenza a zero presentati nei
due teoremi precedenti non sono quindi dovuti ad una stima grossolana,
ma piuttosto ad una debolezza dell’ensemble E;ppc(c,d) cosi come e stato
definito. Questa debolezza e dovuta alla presenza di una piccola percentuale
di codici con alta probabilita di errore; si tratta di quei codici che contengono
parole con un alto numero di zeri, cioe dei codici di distanza minima molto
bassa. Nel paragrafo successivo 'ensemble E;,ppc(c, d) verra modificato con
I’eliminazione di tali codici in modo tale da ottenere probabilita di errore
esponenzialmente decrescente in V.

Premettiamo una considerazione. Introduciamo delle notazioni: dato un
canale Z,,—simmetrico {W(:|z) € P(})}sez.,, indichiamo con

WO—a= Y Wb

yey:
W (yla)>W (y|0)
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Wipin = min  W(0 — a)
an"L\{O}

Diciamo che {W(-|z) € P(¥)}zez,, ¢ deterministico se
Winin =0

Su un canale deterministico, la probabilita di errore con decodifica ML di
qualsiasi codice a blocco non degenere ¢ 0. Non e possibile dunque trovare
delle stime dal basso alla probabilita di errore di ensemble di codici su tali
canali. Introduciamo il concetto di distanza minima di un codice Z,,—lineare;
si tratta di un parametro molto importante per lo studio delle prestazioni con
decodifica ML. Per ogni x € Z% indichiamo con w(x) il suo peso di Hamming,
i.e.

w(x) := N(1 — 0p(x)).
Definiamo poi la distanza minima di un codice Z,,~lineare non degenere C
come il minimo peso delle sue parole non nulle:

Apin (C) := %§w(x).
Lemma 32
Sia dato un canale Z,-simmetrico. Sia E(R,N) un ensemble di codici a
blocco di lunghezza N. Allora, per ognin € N si ha

Ple) > W2 Pduin < 1). (4.52)

min
Dimostrazione
Sia C un codice a blocco lineare di lunghezza N > n e distanza minima d,,;, = n.
La probabilita di errore di C &€ maggiore o uguale di una quantita strettamente
positiva indipendente da N. Infatti, sia xpi, una parola di C di peso n, e siano

i1,...,1y le posizioni dei suoi elementi non nulli.
P(elC) = P(elC,1)
= > Wn(ylo)
yey
Z H W(O — .’L‘ij)
j=1
La probabilita media di errore su ciascun ensemble £y soddisfa dunque
Ple) = CZ P(e|C)P(C) + CZ P(e|C)P(C)
> X P(elO)P(C)
dmcint('gjén
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Si osservi che il Lemma 32 ¢ del tutto inutile se il canale considerato e de-
terministico. Se invece il canale ¢ non deterministico, tale lemma garantisce
che per ogni n € N fissato si abbia

P(dmin < 1) = O(P(c)) N — 400

cioe che 'andamento asintotico di P(e) possa essere stimato dal basso da
quello di P(din < n).

Teorema 33
Fissati N, 3 < ¢ < d ed un canale Z,,-simmetrico non deterministico, esiste
una costante KK > 0 tale che la probabilita media di errore dell’ensemble

Erppc(c,d, N) soddisfa

P(e) > KN*™¢ . (4.53)

Dimostrazione
Stimiamo la probabilita che d,;, < 2 per poi applicare la (4.52).

Ragioniamo sul grafo di Tanner § = (N UM, E). Fissati due variable nodes
V;,Vj € N con i < j, sia

Eij = {M(i) = M)}

I'evento ‘v;, v; hanno vicinato identico’. Indichiamo con p’ = P(E; ;). Se si verifica
E;;, allora per ogni a € Zy,, la N-upla

x €ZN te.  mi=a, xj=—a, v, =0Vk ¢ {i,j}

N
¢ sicuramente una parola di codice. Dunque, se si verifica I'evento |J E;;, allora
ij=1
>]
sicuramente dpyiy (C) < 2, e quindi

N
P(dinin < 2) > ]P’( U E]>

1,j=1
1>7

Sia F; l'evento ‘esistono piu di d/2 archi uscenti dal nodo v; ed entranti in
uno stesso hy € M’. Poniamo g = P(F;). Scelti a > [%1 archi uscenti da v;, la

Sels . . .. N . -1
probabilita che essi entrino tutti in un h; € M fissato e pari a (Zl) (daL) . Con
una stima di tipo union bound otteniamo dunque

c L —1
=03 ()G o e
a=[#]

La probabilita di E; ; condizionata al verificarsi di F; ¢ nulla perché se sia v; che
vj avessero ciascuno piu di d/2 archi incidenti su uno stesso hy, allora il numero
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di archi entranti in hj, sarebbe maggiore di d. Stimiamo ora la probabilita di E; ;,
condizionata al fatto che non si sia verificato 'evento F;. Fissato M(i) € F¢, tra
tutte le possibili ((Nzl)c) scelte di M(j) ce n’¢ almeno una tale che M(j) = M(i),
e dunque

1

—1e -1
e > (M) 2

Abbiamo quindi che
1
P =P(E;;) = P(Ei | Ff)(1—q) > K'ﬁ- ) (4.54)
con K' > 0.
Fissati tre diversi variable nodes v;,v;,v; € N con ¢ < j < k, sia ora

Eijr = {M(i) = M(j) = M(k)}

I'evento ‘v; ,vj e v hanno vicinato identico’ e sia p” la sua probabilita. Una volta
fissato arbitrariamente M(i), tra le possibili ((Nzl)c) scelte vincolate di M(j), ce
ne sono al piu (d—1)%! tali che M(j) = M (7). Una volta fissati M (i) e M(j) tali
che M (i) = M(j), tra le possibili ((Nf)c) scelte vincolate di M(k), ce ne sono al
pitt (d — 2)°! tali che M(j) = M(i) = M(k). Si ha dunque la seguente stima

' =p(En < (a2 V) (VD) ek

c

(4.55)
con K > 0. Analogamente, fissati quattro diversi variable nodes v;, v;, vg, v; € N,
coni < j <k <lI,sia

Eijk = {M(i) = M(j) = M(k) = M(D)}

I'evento 'v; ,vj, vy e v; hanno vicinato identico’ e sia p™ la sua probabilita. Con
ragionamenti simili a quelli che hanno condotto alla (4.55), si ottiene che esiste
K" > 0 tale che

= BB < (-1 (-2 -3 (Y ”C>_1 < KN (4.56)

N
La probabilita dell’evento [J Ey;jy puo essere stimata dal basso con una
ij=1
i>j
stima union/intersection bound. Si osservi che I'intersezione di due eventi distinti
E;; e Ex; ¢ un evento di tipo E; j oppure E; ;; se rispettivamente ¢ = k oppure
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J =1, oppure di tipo Fj ;1 se i # k e j # . Abbiamo dunque

Pe) > W2, P(dmn < 2)

min

> WéinP(i,j@leﬁ

i>7
) N N N

> Wam| 2 P(Eus) — 2 P(Bugn) — X P(Ep k)

1,7=1 i,5,k=1 i,9,k,0=1

1>7 i>5>k i>5>k>1
> Wi, () = (' = ")
> lelin (K/N(2—c) _ KI/N(S—QC) _ KIIIN(4—3C))
> KNG

dove K > 0 segue dal fatto che, per ipotesi, Wy > 0. |

Possiamo dimostrare qualcosa di piu se facciamo l'ipotesi che m e ¢ non
sono primi tra loro.

Teorema 34
Si supponga che ¢ e m non siano primi tra loro, i.e. MCD(m,c) > 1; si
definisca

a := mfpc(c,m)

Allora .
P(e) > KN~

Dimostrazione
Studiamo la probabilita di avere dyi, = 1, per poter applicare poi la (4.52).

Sia C un codice il cui grafo di Tanner contenga un variable node v, € N il
cui vicinato M(n) ha la caratteristica seguente: la molteplicita di ogni h,, € M
in M(n) & un multiplo di a. Questo corrisponde ad avere gli archi uscenti da vy,
paralleli a gruppi di a. Un codice C il cui grafo di Tanner ha questa proprieta, ha
distanza minima uguale a 1. Infatti la N—upla x € Z,]X , definita da

Ty = —, x;=0Vi#n

a

¢ sicuramente in C.
Stimiamo dunque la probabilia che C abbia un siffatto grafo di Tanner. Fissato
un variable node v,, € N, sia E,, ’evento ‘v,, ha un numero z di archi verso ciascun
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check node h € M tale che x sia un multiplo di a’. Poniamo p := P(E,,). Possiamo
stimare p come segue: ci sono

Ld

c

possibili vicinati M(n) di v,. Di questi, ce ne sono almeno (Cfa) tali che tutti i
check nodes in M(n) abbiano molteplicita esattamente a. Dunque

L
p> (c/a)

BNCOR

dove K’ > 0, costante in N.

Fissati due variable nodes distinti v;,v; € N, sia E;; := E; N Ej, e sia ¢ =
P(E;;). Sia Fjj I'evento 'l'unione dei vicinati di v; e v, i.e. M(n)U M(k) ha solo
elementi di molteplicita multiplo di a’. Si ha evidentemente che Fj; C E;;. Si
puo quindi stimare ¢ dal basso con P(Fj;) nel modo seguente. Il numero totale di
possibili unioni di due vicinati e

Nc
(2)

Se M(n) UM (k) ha solo elementi di molteplicita multiplo di a, ci sono al piu 2¢/a
check nodes raggiunti da archi partenti da v, e v, quindi il numero di unioni di

vicinati in Fj; ¢ al pin
L d2c/a
2¢c/a 2c )

q S K//N—Qc/a

Abbiamo quindi che

con K" > 0 costante in N.
Utilizzando lo union/intersection bound abbiamo la seguente stima

P(e) > WhinlP (dmln: )

1
N
> VVminIED U En)

v

> Winin (KN 1)0/“+K”N2(1 cfa))

a—lc
> KN'-"Tc¢ |

dove K > 0 segue dal fatto che, per ipotesi, Wiy > 0. |

Abbiamo trovato dunque gli esatti andamenti asintotici di P(e).
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Corollario 35
e Se MCD(m,c) > 1, allora

a—1

P(e) < N'™ %

C

dove a = mfpc(m, c);

e sea em sono primi tra loro, allora

P(e) < N*~°.

4.6 “Expurgation is possible”

Il comportamento asintotico della probabilita media di errore degli ensem-
ble di codici a bassa densita ¢ dominato, come si ¢ mostrato nel paragrafo
precedente, da termini polinomiali in N. Quello che succede e che un in-
sieme di codici di probabilita tendente a 0 ha prestazioni molto peggiori di
quelle del resto dei codici, che hanno invece comportamento esponenzialmen-
te decrescente. Scopo di questo ultimo paragrafo e mettere in luce questo
fenomeno.

L’idea fondamentale delle tecniche di expurgation ¢ quella di definire,
a partire dall’ensemble E;ppc(c,d, N), un nuovo ensemble di codici low—
density & ppo(c, d, N), eliminando dal precedente i codici di prestazioni peg-
giori e rinormalizzando la probabilita. Dalle dimostrazioni dei precedenti
teoremi si evince che il termine decrescente non esponenzialmente a zero e
dovuto alle parole in 7’5{\1770, i.e. quelle di peso basso. Nel seguito mostreremo
che, fissato 9 > 0 sufficientemente piccolo, la probabilita un codice C nell’en-
semble £ ppc(c, d, N) contenga parole in 7:;]\1’ tende a zero per N tendente a
400, quindi ’eliminazione dei codici che contengono tali parole dall’ensemble
aumenta la probabilita degli altri di un fattore che & arbitrariamente vicino a
1 per N sufficientemente grande. Questo ci permettera di dimostrare poi che
le prestazioni degli ensemble espurgati di codici a bassa densita EFpe(c, d),
hanno prestazioni asintotiche che possono essere rese arbitrariamente vicine
a quelle degli ensemble classici di codici Z,,~lineari, ricavate nel capitolo 3.
Questo risultato contraddice I'affermazione ‘expurgation is impossible’ con-
tenuta in [4] a pag. 437. In effetti, gli autori di questo articolo alludevano
all'impossibilita di espurgare gli ensemble codici a bassa densita per ottenere
i medesimi andamenti asintotici, in termini di esponente di errore, del ran-
dom coding ensemble. Ma questo non accade, come abbiamo mostrato nel
capitolo 3, nemmeno per I'ensemble Ek,, dei codici nucleo di omomorfismi.
E con i comportamenti asintotici di questi ensemble, dettati dalla (3.12) del
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Teorema 12, che bisogna confrontare gli andamenti asintotici della probabi-
lita media di errore degli ensemble E;ppc(c, d, N). Mostreremo nel seguito
che, con probabilita tendente a 1, le prestazioni medie degli ensemble di codi-
ci a bassa densita sono arbitrariamente vicine a quelle degli ensemble classici
di codici Z,,~lineari.

Introduciamo le notazioni seguenti. Fissati ¢, d, N sia Eppc(c,d, N) I'en-
semble di codici a bassa densita non espurgato, i.e. quello definito nel pa-
ragrafo 4.1 e studiato finora in questo capitolo. Nel seguito continueremo
ad usare le notazioni P(-), E[], P(e) per indicare rispettivamente la proba-
bilita, il valore atteso e la probabilita media di errore rispetto all’ensemble
Erppc(c,d,N). Dato 6 € [0,1], definiamo I'evento Ex ‘il codice contiene
parole in 7'51\1[ oltre alla parola 0’, i.e.

Ez:={C:CNTY #{0}} .

Definiamo Iensemble £ ppo(c, d, N) come 'ensemble Erppe(c, d, N) condi-
zionato all’evento Ex¢, i.e. ponendo per ogni codice a blocco C su Z,, di
lunghezza NN e rate maggiore o uguale a (1 — 5)logm

P*(C) :=

P(C
1_P L(Ea)e ).

(Ex)

Useremo le notazioni P*(-), E*[], P(e)" per indicare rispettivamente la pro-
babilita, il valore atteso e la probabilita media di errore rispetto all’ensemble
Eippolc,d, N). Si osservi che

Lemma 36
Dati c¢,d € N tali che

3<c<d, MCDd,m)=1,

si considerino gli ensemble di codici Epppc(c,d, N). Allora esiste v > 0 tale
che, per ogni & <y
]P’(Cﬂ’]}f\{ #{0}) — 0.

Dimostrazione
Applichiamo una stima union bound, ricordando che P(x € C) & funzione solo del
tipo 6(x):

PCNTN #{0}h) < > > P(x€C)=Pr+Py+Pur
BEJQ'I\{B(O)} xexeTd"
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dove,

Pri=>) ) PxeC

a€Zm  xeZl:
1-8<0.(x)<1

Prr:= Z Z P(X € C)

a€Zm x€ZN:
1-0<ba(x)<1-73

P][[ = Z IP’(a S C) R
a€Zm \{0}

8= éeflzeXp <— [022 log <(m B 1);Z>D

Usando le stime di P(x € C) fornite dal Lemma 27 e dal Lemma 29 (si osservi
che le ipotesi (4.27) e (4.34) sono soddisfatte grazie al fatto che 3 < I per ogni
scelta di ¢ e d) e ripetendo i ragionamenti della dimostrazione del teorema 30, si
ottiene che

lim Pr=0
N—+o0
Usando il Corollario 25, e ripetendo i medesimi ragionamenti della dimostra-
zione del Teorema 30, si ottiene che

F+5 1o (m = tm) + gty exp |73 ex (- [ZEL DTN

c—2
(4.57)
¢ condizione sufficiente affinché P;; abbia andamento esponenzialmente decrescente
a 0in N, per N sufficientemente grande.
Infine, dal fatto che, come gia osservato nella dimostrazione del Lemma 29, si
ha

aceCem|da,

possiamo concludere che Pr;; = 0 ogni volta che d € primo con m.
Definiamo 7(¢, d) come

(e, d) == sup{s € [0, %) te. (457)} : (4.58)

poiché f(8) — 0 per § — 0, esiste § > 0 tale che la (4.57) sia soddisfatta. Ne segue
che v > 0. |

Teorema 37 R
St considert un canale Z,,—simmetrico fissato di Z,,—capacita C'; si supponga
di utilizzare decodifica ML. Sia assegnato un rate di progetto R tale che

0<R<C
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Per ogni e > 0, esistono 6 >0 e c¢,d € N tali che
3<ce<d, (4.59)

gli ensemble §—espurgati Ef ppe(c, d, N) abbiano probabilita media di errore
su un canale Z,,—simmetrico soddisfacente la stima

P(e) <m exp(—N[E(R) —¢]) , (4.60)
o
dove Ei(R) sono gli esponenti di errore dei sottocanali e Ry := l(l)oggrf@R i loro

rate di utilizzo.

Dimostrazione
Poiché ciascun Ej(R) € funzione continua di R, esiste £ > 0 tale che

- g
Ey(R; + &) > Ei(Ry) — 5

per ogni I | m, I > 1. E sempre possibile trovare ¢* e d* soddisfacenti la (4.59) e
tali che _
Ro c* Ro £
<l— — < —+ -
logm — d* logm 2.

Applichiamo ora il bound (4.6) con § < = che verra specificato in seguito; si
ottiene

P(e)" < PF + PF,

dove
Pr=>Y Y S(6'DY=0 ;
a€lm GG]PN(Zm):
1-6<6,<1
* 1 x
w;:nzE:em<—N{&<by<r—;>+(§?>—f®ﬂ>. (4.61)
L
Ma .
S@) = > P*(xe()
XE%N
1
< > P(xe()
1= PCNTY #{0)) o 22n
= p(N)S(0),
dove, per il Lemma 36,
1

p(N 1, N-o+4c0.

PTTRCAT A (0)
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Si ha dunque che

Oél = max

IN
=
&
"

IA
h=§
2
D
=
+
N
3

e quindi
log af

N
Scegliamo dunque § > 0 tale che

< Zlog(1+ (L= DB() +o(1) , N — +o.

f(0) <

Poniamo poi d = d*, ¢ = ¢*. Poiché B(§) — 0 per d — +o0, si ha che esistono
Ny, ko € N tali che, per ogni k > kg e N > Ny,

logaf £
< = .
N 2
Si osservi che, con tale scelta, il primo membro della (4.57) ¢ decrescente in k, e

quindi la (4.57) continua ad essere soddisfatta. Se scegliamo k come il piu piccolo
intero primo con m e maggiore o uguale a kg, abbiamo dunque che

1 £ s g
B, (1ogZ(1—2)+ °§V“l>—f(6> E) <Rl+€+5>—;

v

2 2
> E(R) -«

e, sostituendo nella (4.61), otteniamo la tesi. [

91



Conclusioni

In questa tesi abbiamo studiato le prestazioni di alcuni ensemble di codici a
blocco Z,,—lineari per modulazioni non binarie.

Uno dei nostri risultati fondamentali e il Teorema 19 del Capitolo 3 dove
mostra che nel caso di modulazione m—PSK co m = 2" tali codici permettono
di raggiungere capacita. In generale per altre costellazioni con tali codici si
puo raggiungere soltanto una capacita inferiore.

Si sono poi considerati codici a bassa densita su Z,, e abbiamo ottenuto,
per ensemble di questi, stime delle probabilita medie di errore: Teoremi 30,
31 e 37. Questi risultati mostrano come in particolare con tali codici si
raggiungano le stesse prestazioni che dell’ensemble di tutti i lineari.

Alcuni fondamentali problemi che rimangono aperti sono i seguenti.

e [ risultati del Capitolo 3 mostrano come, per per alcune costellazioni
geometricamente uniformi che ammettono gruppo generatore Z,,, gli
Z,,—moduli liberi sono sufficienti per raggiungere capacita. Per altre
sono necessari codici non liberi; per altre ancora neppure i moduli non
liberi sembrano essere sufficienti. Rimane un problema aperto studiare
quali siano le costellazioni per le quali i codici lineari su Z,, permettano
di raggiungere capacita, e se in ogni caso una costellazione GU ammetta
sempre codici GU che permettano di raggiungere capacita.

e [ codici a bassa densita studiati sono di tipo molto semplice in quan-
to generati da matrici di parita con soli 0 e 1: rimane da chiarire se
I'utilizzo degli altri elementi invertibili di Z,, possa migliorare sensibil-
mente le prestazioni di questi codici. Inoltre vanno considerati codici
irregolari, cioe con grafo di Tanner con gradi dei vertici variabili, come
e stato fatto nel caso binario.

e Sara importante infine individuare criteri di progetto per i codici a bas-
sa densita che tengano anche conto dell’algoritmo di decodifica utilizza-
to. Per questo sara importante affiancare allo studio teorico opportune
simulazioni.
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Appendice A

A.1 Notazioni di teoria dei gruppi

Richiamiamo alcuni termini e notazioni di teoria dei gruppi usati in questa
tesi. Un gruppo € un insieme G con una legge di composizione associativa,
dotato di un elemento identico g, e tale che ogni elemento g € GG possieda
un inverso.

I gruppi G che prenderemo in considerazione in questa tesi sono gruppi di
trasformazioni di un insieme X', i.e. gli elementi di G sono funzioni invertibili
di X in sé, 'operazione di gruppo e la composizione di funzioni, e I’elemento
neutro, che denotiamo con gq € la funzione identita.

Sia G ¢ un gruppo di trasformazioni di un insieme X: si dice in questo
caso che X ¢ un G-insieme. Fissato un z € X, l'orbita di x sotto G e
I'insieme

O(z) = {gr.g € G} ;
X puo essere partizionato in orbite disgiunte. Fissato z € X, lo stabilizzatore
di x in G e il sottogruppo di G delle trasformazioni che lasciano invariato x:

Stab(x)={g€G t.c. gr=x} .

Quando X = O(z) per qualche x € X, si dice che l'azione di G su X ¢
transitiva; se inoltre Stab(X) = {go} per ogni x € X l'azione di G su X &
detta semplicemente transitiva.
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A.2 1l metodo dei tipi

Richiamiamo alcune notazioni del metodo dei tipi introdotte in [10]. Sia X
un insieme finito. Data una sequenza x € XV, il tipo di x ¢ la distribuzione
di probabilita 8(x) € P(X) definita ponendo, per ogni a € X, ,(x) pari alla
frequenza relativa di a in x, i.e.

Bulx) = 11 25 = a)|.

11 sottoinsieme di P(X) che comprende tutte i possibili tipi delle parole x €
XN viene indicato con Py (X). Py(X) ¢ un insieme finito: la sua cardinalita
¢ pari al numero di soluzioni (y1,...,yx|) € NI*! dell’equazione

Y1+ ... tyx =N;

dunque si ha |Py(X)| = (N I}HX_'; Y. Inoltre |Py(X)| pud essere sovrastimato
con una funzione polinomiale di N notando semplicemente che, per ogni
a € X, 0, puo assumere al pit N + 1 valori; abbiamo
N+|Xx| -1
Pn(X)] = ( A1 ) < (N + 1), (A1)

Fissato un tipo 8 € Py(X), indichiamo con 7" il sottoinsieme delle sequenze
di XV il cui tipo ¢ 6, i.e.

T = {xc XN tc. 6(x) = 6}.

L’insieme dei 74" al variare di 6 € Py(Z,,) costituisce una partizione di Z7.
Si verifica che la cardinalita di 7' & pari a ( ]f,vo); la seguente proposizio-
ne indica che ( ]ffvo) ha andamento asintoticamente esponenziale in N, con
esponente pari ad H(8).

Proposizione 38

N

L p(vH(0) < (NG

P (X))
Dimostrazione
Esistono essenzialmente due dimostrazioni di questo enunciato. La prima si basa
sull’uso delle formule di Stirling per I’approssimazione del coefficiente fattoriale. La
seconda, che & quella che proponiamo, si basa su ragionamenti probabilistici. Ab-
biamo detto che un tipo 8 € Py (X) & una particolare distribuzione di probabilita
su X. Consideriamo allora una variabile aleatoria X su X"V di distribuzione

> = |7 < exp(NH(6)) . (A.2)

Px(x) =0y, ...05,.
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Iniziamo dalla stima dall’alto. Calcoliamo la probabilita che X sia in %N .

1 > PXeTd)
= > Px(x)
XG%N

S Oy .. 00y

xE'TGN

> T1 67

xE'Z;NaGX
= [Ty |exp(-NH(8)) ,

da cui segue immediatamente |7g" | < exp(—NH(0)).
Per quanto riguarda la stima dal basso, mostriamo prima che, per ogni tipo
6 € Py (X) si ha
P(XeT)>P(XeTy)). (A.3)

Infatti,

N N6,
9 a
Y = 7TNY SN~ = NG
FRET T () 1o
acX
(Néa)' N(ga*éﬂ)

- o)
L N,

Usando la disuguaglianza ZZ—,' > n™~ " valida per ogni n,m € N, si ottiene

PXETS) o 1 (g, ) Ve Noag)0a—te)
P(X € ,TéN>  aex ¢
= I NN (ba—6a)
acX A
= NNZ(ZGX ea_NzaEX Oa
= 1

da cui segue la (A.3). Ma allora si ha che, usando la (A.1) e la (A.3)

1= ¥ PXeT))
0Py (X)
< |Pn(X)] max P(XeT)Y)
0PN (X)
< (N +DII(J,) exp(~NH(6))
da cui segue la seconda parte della (A.2). [ |

Infine, dato un insieme di distribuzioni J C P(X), indichiamo con 77
I'unione dei 74" al variare di 8 € J NPy (X), i.e.

TV = {xec &xV tc 0(x) € J};
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chiaramente la cardinalita di T cresce esponenzialmente in N con esponente
pari a

sup H(6).
ocJ

A.3 Aritmetica

Introduciamo alcune notazioni usate nel capitolo 4.

Dati ni,ne € N, indichiamo con MCD(nq,ns) il loro massimo comun
divisore; se MCD(nj,ny) > 1, cioe se n; ed mg non sono primi tra loro,
indichiamo con mfpc(ny,ny) il minimo fattore primo comune di n; ed ns.

Definiamo poi la funzione

p:N—N

chiamata funzione ¢ di Eulero e definita ponendo, per ogni n € N, p(n) pari
al numero di interi minori o uguali a n primi con n. Vale I’enunciato seguente
(di veda [1] per la dimostrazione).

Proposizione 39

p(n) = ¢() (A.4)

lln

OJ

Infine, dimostriamo un risultato usato nelle dimostrazioni dei Teoremi 11 e

12 del Capitolo 3.

Proposizione 40
Sia x € ZX tale che
MCD(x;,m) =1

e sia Y una variabile aleatoria distribuita uniformemente su ZY. Allora la
variabile aleatoria
H:=x'Y

¢ uniformemente distribuita su IZY .

Dimostrazione
Osserviamo, innanzitutto, che e sufficiente dimostrare con l’enunciato [ = 1.
Infatti, se
MCD(zj,m) =1,
allora

e (.5 -1,
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e se %X .Y ¢ distribuita uniformemente su Z% allora x-Y ¢ distribuita uniforme-
l

mente su [ZY.
Supponiamo ora
m=p ,
con p primo. L’ipotesi MCD(x;,m) = 1 implica in questo caso che esistea j €

{1,..., N} tale che z; = 1. Ma allora, dalla formula della probabilita totale segue
che, per ogni a € Z,r,

PH=a) = > PH-Y;=0Y;=a—-bPY,;=a-0)
bezpr
1
= — >, P(H-Y;=0blY;=a—-0)
D vez,r
_ 1
P

Per 'estensione al caso m € N generico, si usa il teorema di decomposizione di
Kronecker:
ZmEprlq X ... Xszn y

dove m = pi* ...p;". [ |
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