Losningar

Andragradsekvationer

1. Loésningarna till ekvationen x2 + px + ¢ = 0, déir p och ¢ 4r konstanter, ges

av formeln
=—5=\(5)
R ) —
X1,2 2 2 q

I vart fall har vi p = —1, ¢ = 4, och far lé6sningarna

-1 —1\? 1 \/T5 1 V15
- 4 ) 4= 4y =4+ 0541941
x12 5 <2) 2 4 97Tl g l

2. For att kunna anvinda den allménna formeln for att 16sa andragradsekva-
tioner delar vi forst ekvationen med 3, och far

2 1
2 - - =
x+3x+3 0

Med formeln i uppgift 3 (p =2/3, ¢ = 1/3) fas nu

11, .2 .
— g = —§ :I:l? ~ —0.33+047:

—
Q| —

X12 = —g +

Partialbraksuppdelning
3. Antag att f(x) kan skrivas pa den givna formen,

1 __a b
(x+1D)(x+2) x+1 x+2

fx) =

Séatt nu de tva termerna pa gemensamt brakstreck,

flx) = a_ . b a(x+2)+b(x+1) x(a+b)+2a+b
x4+l x+2 0 (x+DE+2) 0 (x+D(x+2)
For att detta ska stimma med den givna funktionen f(x) méaste det nu
géilla att
a+b=0
20+b=1
Genom att l6sa ekvationssystemet fas a = 1 och b = —1, och det giller att
1 1 1

M) = G D)E+2) x+1 x+2

4. Pa samma sitt som i den forra uppgiften far vi



3x + 11 a b c
flx) = (x+1)(x—3)(x+2) =x+1+x—3+x+2
_a(x—=3)(x+2)+b(x+1)(x+2)+c(x+1)(x —3)
B (x+1D(x—3)(x+2)

_ x2*(a+b+c)+x(—a+3b—2c) —6a+2b—3c
B (x+1)(x —3)(x+2)

Vi kan nu lésa ekvationssystemet

a+b+c=0
—a+3b—2¢c=3
—6a +2b—3c=11

Genom att t.ex. anvidnda minirdknare eller gora variabelsubstitution for
hand kan vi hitta l6sningen som a = —2, b = 1, ¢ = 1. Det giller da att

3+ 1lx __2 1 1
(x+1)(x—38)(x+2) x+1 x—3 x+2

fx) =
5. Beridkna forst rotterna till namnarpolynomet

2 +3x+2=0 = x1=-1, xp=-2
Vi kan nu skriva f(x) som

2 2

f(x):x2+3x+2 T x+rD)x+2)

P& samma séatt som i tidigare uppgifter far vi nu

B 9 _a b  a(x+2)+b(x+1)
f(x)—(x+1)(x+2)_x+1 x+2  (x+1)(x+2)
=x(a+b)+2a+b

(x+1)(x+2)

Vi kan nu lésa ekvationssystemet
a+b=0
20 +b=2
och far a = 2, b = —2. Det giller alltsa att

2 2 2

f(x)=x2+3x+2=x+1_x+2

Matriser

6 a.

~1-1404 —1.-2+0--5 1 2
SR P o)l )

3-1+2-4 3--2+2--5 11 -16



10a.

b.

—-1-2
3-2

o0 5 )= 00 %)

A-B= [—1-4+0-—5] — 4

A B=

det(A)=—-2-0—4-1=—4

Formeln for att berdkna determinanten for en 2 x 2-matris finns i formel-
samlingen.

A_l_l 4 -2\ 1 4 -2 (-2 1
Cdet(4) \-3 1) 1.4-23(-3 1) L3 -1
Formeln for att berdkna inversen till en 2 x 2-matris finns i formelsamling-
en.

. Egenvirdena A till en matris A ges av ekvationen (som star angiven i for-
melsamlingen)
det(AI—A) =0
Har far vi
1 0 1 2 A-1 =2
det(lI—A):det(/l[ ]_[ ])=det<[ ])
0 1 3 4 -3 A-4

=(A-1)(1—-4)—(-2)-(-3)=42-51-2=0

Genom att 16sa andragradsekvationen far vi

5 5\ 2
/1=§i 5 +2 = A;=—0.37, Ay =5.37

. Har ar A en diagonal matris och egenvirdena dr didrmed desamma som

diagonalelementen, 11 = —1, Ay =4, A3 = —2.

Ekvationssystemet kan skrivas som

5 3 7
[2]x1+[—1]x2:[0]

vilket 4r detsamma som
5 3 X1 7
[2 —1] [x2]:[0]

Ekvationssystemet kan skrivas som

10 1 X1 0
11 0 X3 2



Taylorserieutveckling

11a. En funktion f(x) kan utvecklas i en Taylorserie kring punkten a, dvs skri-
vas som

2f 5
f(x)=f(a )-I-*f(a)( —a)+ = —a)*+...

1! dx 2! dx a2 ™
Vi kan sedan fa en approximation av funktionen f(x) som stdmmer bra
kring x = a genom att bara ridkna med nagra av de forsta termerna i den
odndliga Taylorserien.
I var uppgift vill vi utveckla f(x) till forsta ordningens termer, dvs de forsta
tva termerna i Taylorserien. Vi vill utveckla f(x) kring punkten x = 2, dvs

a=2.
Vi far da
£ ~ £+ L @) - 2)
dx
Vi har af df
f(2) =4, %=2x, dx 2)=4
och far

flx) ~4+4(x—2)=4(x—1)

b. Hiar ar f(x,u) en funktion av tva variabler och Taylorserieutvecklingen i
punkten x = a, u = b ges av

10f 10f

Fleu) = F@,5) + 1 2 (a,5)(x —a) + 1 O (a, b)(u — b)+
1 6°f 1 6°f 1 6%f
+o P -5 (a,b)(x — a)? + QW( ,0)(x —a)(u—0b) + iw(a,b)(u—b)2 +...

Da vi ska rakna upp till férsta ordningens termer tar vi med den konstanta
termen f(a,b) samt de termer som innehaller férstaderivator av f(x,u).

Vi far da
Flou) ~ FB,7) + 5L 8,m)(x ~3) + 5 (8,7)(u — 7)
Vi har
f(3,m) =15—0 = 15, ‘;j: = 5\f%x—% = g % gﬁ 3,7) = g =25,
% = cos(u) %(3,7[) =-1
och far da

flx,u) ~15+25(x —3) — 1(u — ) ~ 10.64 —2.5x —u

Komplexa tal

12a. Re(z) = —2, Im(z) = 3. Observera att imaginérdelen inte ar 3i.



Im(z)

2 Re(2)

Figur 1

-1 Re(z)

Figur 2

b. Se figur 1.

c. Se figur 2. Absolutbeloppet |z| = r &r avstandet till origo, argumentet
arg(z) = ¢ ar vinkeln till positiva reella axeln.

d. Absolutbeloppet |z|: Vi kan se fran figur 2 att absolutbeloppet |z| dr hypo-
tenusan i en ratvinklig triangel dar de bada ovriga sidorna har ldngderna
| Re(z)| och |Im(2)[, se figur 3. Fran Pythagoras sats kan vi nu berikna |z]
som

2] = \/(Re(2))? + (Im(2))?

Denna formel géller for att berdkna absolutbeloppet for alla komplexa tal z.

I vart fall har vi Re(z) = —1 och Im(2) = 1 och far |z| = \/(—=1)2 + 12 = V2.

Figur 3

Argumentet arg(z): Vi berdknar har argumentet i radianer. Vinkeln ¢ i figur
2 kan berdknas som ¢ = 7 — v dér v ar vinkeln i triangeln i figur 3. Vi kan



nu anvianda att

_ Im(z2)
| Re(2)]|

tan(v) = v = arctan <

o1

Vi far v = arctan(1/1) = arctan1 = 7/4, och sdledes ¢ =7 —v=nw—7/4 =
3 /4.

e. Ett tal z skrivs pa polir form som z = |2|e?8(®), Fran d-uppgiften vet vi att
|z| = V2, arg(z) = 37/4, sa det giller att z = —1 + i = /2e37/4,

f. Vi kan skriva z som
2z =3e" = 3(cos(n) +isin(r)) =3(—1+i-0) = —3

Vi ser nu att Re(z) = —3, Im(z) = 0.

13a.

697] = | cos(@) + i sin(@)| = \/cos>(@) + sin®(@) = VI =1
Detta resultat ar bra att lara sig utantill.

b. Talet e?* &r ett komplext tal med absolutbeloppet 1 och argumentet o,
skrivet pa poldr form. Darmed giller det att

arg(e”) =

Aven detta resultat dr bra att lira sig utantill.

| —2(—1+2i)(—4—3i)|=|—2| |- 1+2| | —4—3i| =
21/(~1)2 + 22 \/(—4)2 + (-3)2 = 2V/5v/25 = 105 ~ 22.36

d. For argument giller samma rikneregler som for logaritmer, t.ex.
arg(xy?/z) = arg(x) + 2 arg(y) — arg(2)
Vi far da

arg(—2(—1+ 2i)(—4 — 3i)) = arg(—2) + arg(—1 + 2i) + arg(—4 — 3i) =
7 + (7 + arctan(2/ — 1)) + (7 + arctan(—3/ — 4)) =
37 + arctan(—2) + arctan(3/4) ~ 8.96

e. . i
272 —0)"| _ 2e™|2—i _ 2-1(22+(-1)*) _ 10 .
20+8 | 243 © v2em VI3 T
£,

ar 2e7%(2 — )2
8\ 2i+3
0+ (—5) + 2arctan(—1/2) — arctan(2/3) ~ —3.51

> = arg(2) + arg(e ) + 2arg(2 — i) — arg(2i + 3) =



