Systemteknik/Processreglering F4

Insignal-utsignal-modeller

» Laplacetransformen
» Overféringsfunktion
» Blockdiagramrékning

Lasanvisning: Process Control: 4.1-4.4



Laplacetransformen

Ett kraftfullt matematiskt verktyg for att studera och I6sa linjara
differentialekvationer

T.ex.

Linjart
system

Vad blir utsignalen y(t) givet en viss insignal u(¢)?



Exempel: CSTR

q! CR,in
L CR,in CP
CR | CP — CSTR [—
(—

q, Cp, CR

» Konstant volym V och fléde ¢
» Forsta ordningens reaktion R — P
» Reaktionshastighet rgr = —rp = —kcp

Antag jamvikt. Hur svarar cp om cg ;, andras som ett enhetssteg?



Exempel: CSTR

Materialbalans:

In 4+ Prod = Ut + Ack

dc
qCRrn + Vrr = qcg + Vd—f'
de
Vrp = V—
rp=gqcp+ dr

Linjar andra ordningens tillstandsmodell:

dc
—F - (2 + kl) cr + gCR,in

dt vV v
dep q
o~ fer—yer

Hur lI6sa ekvationerna med Laplacetransformen?



Laplacetransformen

Omvandlar en funktion f(¢) till en annan funktion F(s).

» f(t) &r en funktion av tiden ¢ > 0

» F(s) ar en funktion av den "komplexa frekvensen” s

Definition:

F(s) = L{F(t)} = /0 " Fe e



Nagra vanliga funktioner (signaler)

f
fit)=6() Impuls

f
flty=1 Steg (konstant signal)
ot
f
flt)=t Ramp
ot
f
\\ f(t) =e Exponentialfunktion
ot



Impulsfunktionen

» 6(t) = impuls vid tiden 0
» Kallas &ven Diracfunktion
» Oéandligt hég och oandligt smal, men med arean 1

Exempel:

dVv
ar =00

Tolkning: “Injektion av en enhetsvolym vid tiden noll”



Laplacetransformen av nagra vanliga funktioner

Impuls:
24S(6) = / S()etdt = 1
0
Steg:
(o] —st 0 1
DW=/ 1.e%dt=|¢ -
“41 /0 et [—3]0 s
Exponentialfunktion:
00 —(s+a)t | 1
—aty _ —at —stdt: € —
He ™} /0 ¢ e —(s+a) , Sta




Utdrag ur formelsamlingen s. 6:

Laplacetransform F(s) | Tidsfunktion f(t)

1|1 o(¢) Diracfunktion
1 .

2| - 1 Stegfunktion
S
1 .

3| = t Rampfunktion
S

6 1 e—at
s+a




Nagra egenskaper hos Laplacetransformen

Utdrag ur formelsamlingen s. 5:

Laplacetransform F(s) | Tidsfunktion f(¢)
1 OtFl(S) + ﬁFQ(S) Otfl(t) + ﬁfg(t) Linjaritet
8 | sF(s) — f(0) (1) Derivering
i t-planet
1 t
12 | = F(s) / f(r)dr Integration
5 0 i t-planet




Fler anvandbara egenskaper

Utdrag ur formelsamlingen s. 5:

Laplacetransform F(s) | Tidsfunktion f(t)

t— t— 0
3 | e F(s) {f (t=a) t=a>0 1 fordrojning
0 t—a<0
14 lin% sF(s) tlim f(@) Slutvardes-

teoremet




Berakna systemsvar med Laplacetransform

1. Laplace-transformera alla termer i diff.ekvationen
» Anvéand formelsamlingen

2. Los ut utsignalen Y (s)

3. Anvand invers Laplace-transform for att hitta y(t)

» Partialbraksuppdela férst om det behdvs
» Anvand formelsamlingen



Exempel 1

Los
y=-3y
med initialvardet y(0) = 5.
1. Laplacetransformera:
sY(s) —5=-3Y(s)
2. Lésut Y(s):
(s+3)Y(s)=5

5
s+ 3

Y(s) =
3. Invers Laplace (transform nr. 6):

y(t) = 5e™*



Exempel 2: CSTR

Antagqg=V =k =1, cg(0) = cp(0) =0, cg,in = 1 (stegfunktion):
CR = —20R + cR,in
¢p = CR —Cp
1. Laplacetransformera:
sCgr(s) = —2Cg(s) + Cgn(s)
sCp(s) = Cr(s) — Cp(s)
2. Los ut Cp(s):

s _|1_ ) CRr,in(s)

Cp(s) = 5 Crls) =

Cr(s) =

1 1
P A P §T PR B



Exempel 2: CSTR

3. Invers Laplace (transform nr. 24):

cp(t) = % (1 +e Ze‘t)

0.6
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0.4
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01




Overfoéringsfunktion

Linjart
system

Antag alla initialvarden noll. Efter Laplacetransformering kan
insignal-utsignal-sambandet skrivas

Y(s) = G(s)U(s)

G(s) kallas for systemets éverféringsfunktion (transfer function)



Poler och nollstallen

Overféringsfunktionen kan ofta skrivas som ett rationellt uttryck:

G(s) = %, deg @ < degP

Nollstéllen (zeros): rétter till Q(s) = 0

Poler (poles): rétter till P(s) = 0 (karakteristisk ekvation)

Kan ritas i ett singularitetsdiagram/pol-nollstalle-diagram

» Poler: x

» Nollstéallen: o



Exempel: CSTR

Cp(s) = Cr,in(s)

1
G+1)(s+2)

Overféringsfunktion: G(s) = GIDETY

Nollstéllen: 1 = 0 har inga lésningar

Poler: (s + 1)(s +2) = 0 har Iésningar s; = —1, sg = —2

2
1
E Of----- HKeoeeeees } CERRERTETRTTI.
-1
-2
-3 2 1 0 1



Samband tillstandsform-6verfoéringsfunktion

Linjart tidsinvariant system pa tillstandsform:

dx

— =Ax+ B
7 x+ Bu
y=Cx+ Du

Antag alla initialvarden noll: x(0) =0

Laplacetransformera:

sX(s)=AX(s)+ BU(s)
Y(s)=CX(s)+DU(s)



Samband tillstandsform-6verfoéringsfunktion

Lés ut X (s):

(sI—A)X(s)=BU(s)
X(s)=(sI—A)"'BU(s)

Satt in i ekvationen for Y(s):
Y(s) = C(sI —A)"'BU(s)+ DU(s)
= (C(sz —A) B+ D) Uls)

G(s)

» G(s) ndmnare ges av det(sI — A)
» Poler till G(s) < egenvérden till A



Jamforelse

Tillstandsmodell

u(t) x=Ax+Bu y()
—— Em—

y=Cx+Du

Systemsvar:
x(t) = ex(0)
+ /t A=) Bu(r) dr
y(t) = C(')x(t) + Du(t)

Stabilitet avgors av A:s egen-
vérden

Insignal-utsignal-modell

U (s) Y(s)
Systemsvar:

Y(s) =G(s)U(s)

Stabilitet avgérs av G (s):s poler



Blockdiagramrakning med overféringsfunktioner

Seriekoppling:

Uls Y(s
Uts) | G1(s) Gs(s) | ) Y(s) = Ga(s)G1(s)U (s)

Parallellkoppling:

Ul(s) Grle) Y(s)
}— Y(s) = (Gl(s) + Gy (s)) Uls)
Ga(s)




Blockdiagramrakning med overféringsfunktioner

Aterkoppling:

Ul(s) Y(s)
(;1(3)

—Ga(s)

Y(s) = Gu(s) (U(s) - Gz(S)Y(S))

Y(s)(1+ Gi(s)Ga(s)) = Gr(5)U (5)
(;1(8)

YO = 1t

Ul(s)



Exempel

\%4
U E Y;
H, G Gy

—H,

Berékna overforingsfunktionerna fran U och V till Y.

Y = Gy(V + Y1)
Y, = G1E
E=H,U— H,Y
Los ut Y: GG H G
Y= 201111 U 2
1+ GGy~ 1+ GyGiH,




