Systemteknik/Processreglering F3

» Matematisk modellering
» Tillstandsmodeller
» Stabilitet

L&sanvisning: Process Control: 3.1-3.4



Modellering av processer

Dynamiken i vara processer beskrivs typiskt av en eller flera
differentialekvationer. Tva olika angreppssatt:

1. Matematisk modellering

» Anvand fysikens lagar (balansekvationer mm) fér att stélla upp
en modell

2. Experiment

» Utfér experiment (t.ex. stegsvarsexperiment) pa processen
och analysera in- och ut-data

» FRTO041 Systemidentifiering

| praktiken anvéands ofta en kombination av bada séatten



Matematisk modellering

» Flédesbalanser
» Intensitetsbalanser
» Konstitutiva relationer



Flodesbalanser

T.ex.

» volymfléde [m3/s]

Andring av
upplagrad volym| = [Inflode| — [Utflode]
per tidsenhet

» materialfldde [mol/s]

upplagrade partikia partiklar partiklar

Andring av antalet | _ [Inflc')'de av} ~ [Utfldde av]
per tidsenhet



Flodesbalanser

» energifldde [W]
{ Andring av

upplagrad energi| = |Effekt in| — [Effekt ut]
per tidsenhet

» stromfldde [A]

Summa strém in| _ | Summa strém ut
till knutounkt | — | fran knutpunkt



Intensitetsbalanser

T.ex.

» kraftbalans [N]

rérelseméngd| = [

Drivande} B [Bromsande}
per tidsenhet

Andring av
krafter krafter

» spénningsbalans [V]

[Summa spénning runt en krets| = 0



Konstitutiva relationer

T.ex.
» ldeala gaslagen
_rk
P="y
» Torricellis lag
v=+/2gh
» Energi i uppvarmd vétska
W=0CpVT

» Ohms lag
u=Ri



Typiska balansekvationer for kemiprocesser

Total massbalans:

de Z Piqi — Z Piq;

i=all i=all
inlets outlets

Massbalans fér komponent j:

ch = cigi— Y cqi+riV

i=all i=all
inlets outlets

Total energibalans:

:Zinl‘Hi— Z iniHi+ Z Qk+W

i=all i=all k=all phase
inlets outlets boundaries



Exempel: CSTR med exoterm reaktion

qin1 cA,im Ti

T.

» Exoterm reaktion A — B, r = kye E/ET¢,
» Kylslinga med temperatur T,
» Perfekt omrérning, konstant densitet p



Exempel: CSTR med exoterm reaktion

Total massbalans:

a(pv) _

Massbalans fér komponent A:

d(CAV)
dt

= CA,inQin —CAq — TV
Total energibalans:

dT
PV Cy - = PCoin(Tin = T) + (—AH,)rV + UA(T. = T)



Exempel: CSTR med exoterm reaktion

Efter férenklingar:

av _ .

d - qzn q

de _
d;‘ - 2in (CA in — ) - kOe E/RTCA

aT an ' (=AH;)ko —E/RT
@~ v Tn =D+ e e VpC

)

v

Olinjér tredje ordningens modell
Tillstandsvariabler: V, ca, T

v

v

Méjliga insignaler: q;n, q, cain, Tin, T¢
Konstanta parametrar: p, C,, (—AH;), ko, E,R, U, A

v



Exempel: mekaniskt system

v

v

v

v

Massa m med position z
Yttre kraft: F
Fjaderkraft: F, = —kz
Déamparkraft: F; = —dz



Exempel: mekaniskt system

Kraftbalans:
mi=F—kz—dz

Inforv=2 =

v

Linjar andra ordningens modell

v

Tillstandsvariabler v, z

v

Insignal: F
Konstanta parametrar: m, &, d

v



Tillstandsformen

— System |——

Generellt ar x, u och y vektorer:
X1 ux At
Xn Um Yp

n = antal tillstandsvariabler = systemets ordningstal

m = antal insignaler, p = antal utsignaler



Tillstandsformen

x kallas systemets tillstand (state) och innehaller vardet av alla
ackumulerade storheter i systemet (systemets "minne”)

Systemets dynamik beskrivs av n férsta ordningens ordinéra
differentialekvationer:

dx1
Ez fl(xb---,xn, ul,"',um)
dx

< = fn(xla""xna ula""um)

dt



Tillstandsformen

Utsignalerna ges av p algebraiska ekvationer (anges inte alltid):

Y1 =91(%1, covs Xny UL,y ooy Um)

yp:gp(xb---,xn, ul,"',um)

Systemet kan skrivas pa vektorform som

d : ,
d_gtc = f(x,u) (tillstandsekvation)

y=g(x,u) (métekvation)

» f och g kan vara olinjara funktioner



Tillstandsformen for linjara system

dxl—a x1 +
g eudit...
dxn—a x1 +
qr G

y1=011x1+...

Yp = Cp1X1 + ...

+ aipxn + b11ur + ...+ bty

+ annXy + b1+ ...+ bpmtm

+ c1pxy +diiul + .. dipum

+ CpnXn +dprur + ... + dpmlm



Tillstandsformen for linjara system

P& matrisform:

% = Ax + Bu (tillstandsekvation)

y=Cx+ Du (méatekvation)

» x och u anger avvikelser fran en jamviktspunkt

» (x,u) = (0,0) &r alltid en jamviktslésning

» D kallas systemets direktterm och &r ofta 0 fér verkliga
processer

Miniproblem: Vilka dimensioner har matriserna A, B, C och D?



Exempel: mekaniska systemet

Tillstandsvektor: x = [Z]
Vistyru = F och matery = z
Modellen skriven pa tillstandsform med matriser blir

dx _d _k 1
a3 ) 5]
—_— ——

A B



Exempel: compartmentmodeller

» Erik Widmark modellerade spridningen av alkohol i kroppen,
1922

» Torsten Teorell myntade begreppet “compartment model”,
1936

» Compartmentmodeller kravs av FDA for att godkanna nya
lakemedel



Exempel: compartmentmodell

» Systemet bestar av férbundna avdelningar (compartments)

» En tillstAndsvariabel for varje avdelning representerar massan
eller koncentrationen av det studerade @mnet

» Transporthastigheterna &r proportionella mot
koncentrationsskillnaderna

Exempel med tva avdelningar:

ko




Exempel: compartmentmodell

Infor tillstAndsvariablerna
c1 = koncentrationen i avdelning 1

ce = koncentrationen i avdelning 2

Dynamiken ges da av

dc
Vld—tl = k12(02 — Cl) —koc1 +u

Vzd—tz = k1a(c1 — c2)



Exempel: compartmentmodell

Antag V1 = Vy = k19 = kg = 1 och att systemet ar i vila,
01(0) = 02(0) =0.

Svar vid injektion av enhetsvolym vid tiden 0 ("impulssvar”):

0.8
I 0.6 C1
—
© 04
02y 7/ -~ .
/ =~ —
/ — = -
0 n
0 1 2 3 4 5



Inlamningsuppgift 1

Compartmentsystem med tre avdelningar:

k1o kos @

ko

u

» MATLAB med Control System Toolbox



Losning av den linjara tillstandsekvationen

X
u Yy
— System |——

d
d—’t“=Ax+Bu
y=Cx+ Du

Hur svarar tillstandet x (och utsignalen y) pa insignalen u och
initialtillstandet x(0)?



Losning av tillstindsekvationen — skalara fallet

System med en tillstandsvariabel och en insignal:

dx(t)
dt

= ax(t) + bu(t)
Losning:
t
(t) = ex(0) + / =) b (1) dr
0
Exempel: Konstant insignal u(t) = uy och a # 0:

x(t) = ex(0) + g(e‘” —1ug

x(t) begréansad oma < 0



Simulering med u(¢) = 1 och x(0) =0

x(t)fora=-1,6=05,1,2

oF - L= =======7
-7 b=2
/ b=1
ik, i -
i, b=0.5
e
0
0 5 10
Tid
x(t) féra = —-0.5, -1, —2,om b/a = —1
1r _ -‘—'/—"—._'——'='—"‘-—'—'—- ———————————
2 P
N e
v
;7
I- / a=-—2
I.// a=—1
0 L
0 5 10



Losning av tillstindsekvationen — allménna fallet

t
x(t) = eA'x(0) +/ A=) Bu(r)dr
0

dér eA* &r matrisexponentialfunktionen, definierad som

(Ar)?  (At)®
A= T A S+




Exempel: Mekaniska systemet

dx 4 _k 1

a= (1) (5)
Antag: Ingen dédmpning (d = 0), ingen yttre kraft (F = u = 0),
initialvillkor x(0) = [v(0) 2(0)]F =[0 1], m =k = 1:

dx_ 0 -1
at 1 o*
A

Exponentialmatris:

At cost —sint
e =1
sint cost

Ger l6sningen

x(t) = eAx(0) = [COSt _Sint] [0] _ [—sint]

sint¢ cost 1 cost



Simulering av mekaniska systemet




Egenvarden

A:s egenvarden ges av de n rotterna till den karakteristiska
ekvationen

det(AI —A) =0

det(1I — A) = P(A) kallas karakteristiskt polynom
Egenvardena kan vara komplexa (komplexkonjugerade)

Multiplicitet av egenvéarde = antal egenvarden med samma varde



Egenvarden

Antag diagonal A-matris med egenvarden Aq,...,4,:

A4 0 0 ... 0

0 A 0 ... 0
A= | . _ .

0 0 0 An

Da
et 0 0 0
0 ettt 0 0
oAl —
0 0 0 etnt

Varje egenvérde A; ger en term e*i i Idsningen



Egenvarden

FoOr en generell A-matris ger varje egenvarde en term Pml._l(t)e/lit [
At .
et dar

» P,,,_1(t) &r ett polynom i t av hogst gradtal m; — 1
» m; ar egenvardets multiplicitet
Exempel: [—1 1 ]
Egenvérden:
ﬂl=ﬂz=—1 (m=2)

Exponentialmatris:



Stabilitet for linjara system

Stabilitet &r en inneboende systemegenskap — beror ej pa hur
insignalen ser ut

Vi kan studera det fria systemet

dx
E = Ax
Losning:
° x(t) = ex(0)



Stabilitetsbegrepp

Asymptotisk stabilitet: x(¢) — 0 da ¢ — oo for alla initialvarden
Stabilitet: x(¢) begransad da ¢ — oo for alla initialvarden

Instabilitet: x(¢) obegrénsad da ¢ — oo for nagot initialvarde

(Stabila men ej asymptotiskt stabila system kallas marginellt
stabila)



Exempel

Asymptotiskt stabila system:

» Vattentank med hal i botten
» Temperaturen i en ugn
» Hastigheten i en bil

Stabila system:

» Vattentank utan hal i botten
» Massa—fjader-system utan ddmpning
» Tillryggalagd stracka i en bil

Instabila system:

» Pendel i inverterat lage
» Segway



Stabilitet i det skalara fallet

dx(t) B
a3 = ax(t)

x(t) = e¥x(0)

a<0 a=0
2 2 2
x1\\ 81 8 1
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0
¢ ¢

» asymptotiskt stabilt oma < 0
» stabiltoma <0
» instabilt oma > 0



Stabilitet i det allmanna fallet

Egenvéardena A; till A-matrisen avgér stabiliteten.

Ett linjart system ar:

» Asymptotiskt stabilt om alla Re(4;) < 0
» Instabilt om nagot Re(4;) > 0

» Stabilt om alla Re(4;) < 0 och eventuella egenvérden pa
imaginara axeln har multiplicitet 1



Routh—Hurwitz stabilitetskriterum

2:a ordningens karakteristiskt polynom (fér 2 x 2-matris A):
det(AI —A) = P(1) = A2 + p1A + py

Alla rétter ligger i vanster halvplan (alltsé alla Re(4;) < 0) om och
endastom p; > 0 och ps >0

3:e ordningens karakteristiskt polynom (fér 3 x 3-matris A):
det(AI — A) = P(1) = A% 4+ p1A? + pod + p3

Alla rétter ligger i vanster halvplan (alltsé alla Re(4;) < 0) om och
endast om p; > 0, po > 0, p3 > 0 och p1ps > ps3.



Exempel: mekaniska systemet

Karakteristisk ekvation:

A+ 2k
m m

det(Al — A) = ‘ AP

L3
m

3=

Antag m, k,d > 0: Asymptotiskt stabilt

Antag m,k > 0,d = 0: Vi far egenvarden

11,2 = :I:iﬂ k
m

Alltsa ar systemet stabilt (men ej asymptotiskt stabilt)



Simulering av mekaniska systemet

m=k=d=1:

—z
- =




Linjara system pa tillstandsform i MATLAB

O Q w P oo

%

Definiera systemmatriser
=[12; 3 4];
[0; 11;
= [10];
= 0;

Skapa tillstandsmodell

sys = ss(A,B,C,D);

% Berdkna egenvadrden till A-matrisen
eig(d)
% Simulera systemet utan insignal frdn ett

%

visst initialvarde

initial(sys,x0)



