Systemteknik/Processreglering
Forelasning 4
Linjar analys Il
o Overforingsfunktion

e Impulssvar och stegsvar
e Samband mellan 6verféringsfunktion och stegsvar

Lasanvisning: Process Control: 3.6-3.8

Linjara tidsinvarianta system
X

— System |——

o TillstAndsform:

dx
—=A B
dt X+ bu

y=Cx+ Du

e Hogre ordningens differentialekvation:

d"y d" 1y d™u d™"lu

g TP TP = Qo Y v gy T gl

Overforingsfunktion
Antag alla initialvarden noll och Laplacetransformera diff.ekvationen:
(" +p1s" 7+ +P)Y(5) = (08" + q1s" T+ 4+ ) Uls)

Infor
P(s)=s"+pis" +- +pn

Q) =qos" +qis™ '+ + qn

Diff.ekvationen kan da skrivas som

P(s)Y(s) = Q(s)U(s)

_ Q@)
P(s)
N~
G(s)

G(s) kallas for systemets Overforingsfunktion  (transfer function)

Y(s) U(s)

3

Omvandling fran tillstandsform till
overforingsfunktion

dx

— =Ax+B
i X+ bu
y=Cx+ Du

Antag initialtillstandet x(0) = 0.
Laplacetransformera:

sX(s)=AX(s)+ BU(s)
Y(s)=CX(s)+DU(s)

Los ut X (s):
(sI —A)X(s) = BU(s)
X(s)=(sI - A)"'BU(s)
Satt in i ekvationen for Y (s):
Y(s) = C(sI —A)"'BU(s) + DU(s)
- (C(s[ —A)B+ D) Uls)

G(s)

Exempel: tankreaktorn

de _(=(F+k) 0 (),
dt ks —& 0

y= [0 1] x
Overféringsfunktion:
G(s)=C(sI—A)'B+D
s+ € + kl 0 -1 z
0 1 v v 0
(o 1) [ —hy s+%] [0] "
ok

RS




Poler och nollstéallen
Overforingsfunktionen G(s) kan ofta skrivas som ett rationellt
uttryck:

Q(s)
=22/ < P
G(s) P(s)’ deg @ < deg

Nollstéllen (zeros): rétter till Q(s) = 0
Poler (poles): rotter till P(s) = 0 (karakteristiska ekvationen).
Man kan visa att P(s) = det(sI — A), d.v.s. poler till G(s) &
egenvarden till A!
Kan ritas i ett singularitetsdiagram/pol-nollstalle-diagram
(singularity diagram/pole-zero map)

e Poler: x

e Nollstéllen: o

Exempel:
k(s+1)

G(s):sz+4s+8
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Att rdkna ut systemsvar med Laplacetransformen

u y
———| System |——

1. Hitta insignalens Laplacetransform U(s) = L{u(¢))}
2. Hitta systemets 6verforingsfunktion G(s)
3. Berékna utsignalen i Laplace-doménen:

Y(s) = G(s)U(s)

4. Anvand invers Laplace-transform: y(¢) = £71{Y(s)}

Impulssvar ( impulse response)

Antag systemet i jamvikt. Hur reagerar utsignalen om insignalen
andras i form av en impuls?

Output

Input

Impulssvar for linjara system

6(2) h(t)
——| System |——

1. Laplace-transformera insignalen: U(s) = 1

2. Utsignalen blir
H(s)=G(s)U(s) = G(s)

3. Inverstransformering ger impulssvaret

h(t) = £7{G(s))

h(t) kallas aven viktfunktion (weighting function)

Stegsvar ( step response)

Antag systemet i jamvikt. Hur reagerar utsignalen om insignalen
andras i form av ett enhetssteg?

Output

Input




Stegsvar for linjara system

1 ¥(2)

——| System |——

. 1
1. Laplace-transformera insignalen: U(s) = -
S

2. Utsignalen blir )
Y(s) = G(s)U(s) = G(s)

3. Inverstransformering ger stegsvaret

0=+ {cw)} |

(Notera att y(¢) = [, h(r)dr)

Statisk forstarkning

Stegsvarets slutvarde kallas statisk forstarkning  (steady state

gain/static gain).

For linjara system kan stegsvarets slutvarde berédknas med hjalp av
slutvérdesteoremet (gransvardet existerar endast for asymptotiskt
stabila system):

Y(s) = G(s)%

tlim y(t) = lir%sY(s) = lina sG(s)% = G(0)

Exempel: tankreaktorn

q, Cro Overféringsfunktion frn cgo till cp:

4 G(s) = vk
@ T (5t E+k)(s+ )

q, Cp, CR

Statisk forstarkning:

a1
(7 +k)y gy +1

G(0) =
e Volym V, fléde q

e Reaktion R — P

« Reaktionshast. % Tolkning: Om cg, 6kar med 1, okar cp

med —%
Ryt

Samband mellan dverforingsfunktion och stegsvar

Typsystem:
e Integrator
e FoOrsta ordningens system
e Andra ordningens system med reella poler
e Andra ordningens system med komplexa poler
e Andra ordningens system med ett nollstélle

Integrerande system

K

G(S) = ?
Exempel: tank utan fritt utfléde:

Qin

T

-

e Tvarsnittsarea: A

Overféringsfunktion fran g;, till A:

G(s) = I/TA

Integrerande system

Pol:
s=0

Stegsvar:

Y(s) = G(s)% = 5

sZ
y(t) = Kt

Inget slutvérde, eftersom systemet ar stabilt men inte asymptotiskt
stabilt



1:a ordningens system

K=1
Singularitetsdiagram Stegsvar
1 5
K
4 G(s) = , T>0
05 () 1+sT
3
E o ¥ ) oo )
R Exempel: temperaturdynamik i en tank:
o8 1 q, 6o
= 0 l - . . 2 .
e o v 2, s ] Overforingsfunktion fran 6y till 6:
61
v 1
—
G(s) =
(s) 14+s¥
q
q, 61
1:a ordningens system K=1
Singularitetsdiagram Stegsvar
Pol: ! 12
s=-1/T ‘ T=1
0.5 1
Stegsvar: o8
1 K T=1 T=2T=5 : T—9 T—5
Y(s)=G(s)—- = ——= E o % %—%—t——+ AT
() ( )s s(1+sT) 06
0.4
-0.5
y(t) =K (1 - e’t/T) 02
-1 0
-1.5 -1 -0.5 0 05 0 5 10 15
Re t

T kallas systemets tidskonstant (time constant)

¥(T)=(1—e!)K ~ 0.63K

o Svarets snabbhet bestams av polens avstand fran origo

2:a ordningens system med reella poler

K

) = aresmassn)

T1,To >0

Exempel: temperaturdynamik i kopplade tankar:

q, 6
_1
6 ..
M;E Vi Overforingsfunktion fran 6, till 9,:
q, 61 1
Gs\=z——M
] (®) (1+s9)(1+5%2)
q, 02

2:a ordningens system med reella poler

Poler:
S:—l/Tl, S:—l/Tz
Stegsvar:
1 K
Y = G _=
() =G6)5 = Sarsma+sm)
—t/Ty __ —t/T:
K (1_“ T ) T £ Ty
T, — Ty
¥(t) =
K <1—e_t/T—%e_t/T>, Ti=T,=T

Tva tidskonstanter: Ty, Ty



K=1
Singularitetsdiagram Stegsvar
1
1.2
05 I r=1
. T=1 T=2 08
=0 06 T=2
0.4
-0.5
0.2
-1 0
-15 -1 -0.5 0 0.5 0 5 10
Re t

e Tva poler ger mjukare och ldngsammare svar an en enkelpol
(ekvivalent tidskonstant T, = T1 + T5)

e Om T} > T, s beter sig systemet i princip som ett
1:a ordningens system med tidskonstant T

15

2:a ordningens system med komplexa poler

2
Kwg

- 5> wy>0,0<¢<1
s2 + 20 wos + w3 ’ ¢

G(s) =

Exempel: positionsdynamik for mekaniskt system:

Overféringsfunktion fran F till z:

k
F 1
m m
=1 GG)= 5, x
- s24+ L+ L

Komplexa poler om d? < 4km

2:a ordningens system med komplexa poler K=1
Singularitetsdiagram Stegsvar
o qm 1} @o=15 X_ 15
;"i\ os wo=1 X\ @=15 wp=1 ©p=05
Poler: S @=05 X _ 1
E o
s=—{wy£iv1—-{2w oL = @0=05 3" 05
| -05 4 -
| e wy=1 )(
x -1 0=15 o .
S -2 -1 0 1 0 5 10 15
Re t
{ =cosg@
Stegsvar: e Svarets snabbhet bestams av polernas avstand fran origo
1
H=K|1— ———e“®gin <a) 1—{2¢+ arccos >
¥(8) ( e 0y/1=¢ e i
27 28
K=1 Re ¢ Inverkan av nollstalle
Singularitetsdiagram Stegsvar
1 = 3 T Antag systemet
7§=0.3 : =0.3
/ {:gm (14 sT.s)Go(s)
0.5 Alim 1
T =09 . C=0. med ett nollstalle i s = —7-
I
£ T
=0 \ f 09 Stegsvar:
{=09 05 1
oK, 0 = £ { G} | + 7.7 (Gals)
\4;0.3
s 1 05 0 o5 1 % 5 10 15 Viktad summa av stegsvaret och impulssvaret for Gy(s)
Re t

e Svarets dampning bestams av polernas vinkel

Stor inverkan om nollstéllet nara origo



G(S) _ 1+4sT,

2:a ordningens system med nollstalle, = [Tiosp?

Singularity Chart Step Response
1
T.=3
1 —=
0.5 .2
. s
T,=3 T.=-3 -
E o H—O ° os . =3
- ’
’
’
-05 0
-1 -05
-1 -05 0 05 0 5 10 15
Re Time
& _ 1
Streckat stegsvar for systemet Go(s) = 750

Nollstéllet paverkar initialbeteendet

Nollstélle i hoger halvplan ger stegsvar som borjar pa *fel” hall

Tolkning av poler och nollstallen

Poler

e Beror bara p&d A-matrisen, d.v.s. pa systemets inre dynamik
o Bestammer systemets

- stabilitet
- snabbhet
- dampning

Nollstallen

e Mera svartolkade

e Beror pa hur in- och utsignalen ar kopplade till systemet, d.v.s.
aven pa B-, C- och D-matriserna

o Inverkar framst pa systemsvarets initialbeteende

Overforingsfunktion och systemsvar i Matlab

% Definiera en éverfdéringsfunktion
sys = tf([1 0.5],[1 1.5 1) % (s+0.5)/(s"2+1.5s+1)

% Rékna ut poler och nollstéllen
pole(sys)
zero(sys)

% Rita singularitetsdiagram
pzmap (sys)

% Rita impulssvar och stegsvar
impulse(sys)
step(sys)




