Systemteknik/Processreglering Férelasning 3

Linjéra system |

» Ldsning av tillstandsekvationen
» Stabilitet
» Laplacetransformen

Lasanvisning: Process Control: 3.1-3.5

Lésning av tillstandsekvationen — skaléra fallet

System med en tillstdndsvariabel och en insignal:

dx(t)
dt

= ax(t) + bu(t)

Lésning:

¢
x(t) = ex(0) + / by (7) dr
Jo

Exempel: Konstant insignal u(¢) = ug och a # 0:

x(t) = e™x(0) + g(e‘” —1ug

x(t) begransad om a < 0

Losning av tillstandsekvationen — allménna fallet

¢
x(t) = eMx(0) + / A=) By(r)dr
Jo

dar 4! ar matrisexponentialfunktionen, definierad som

At _ (At | (Ar)®
e = I + At =+ T + 3‘

+...

Simulering av mekaniska systemet

Linjara tidsinvarianta system

X

System

Linjart tidsinvariant system pa tillstandsform:

dx
—=A B
ar X+ Bu

y=Cx+ Du

Insignal-utsignal-sambandet kan alternativt beskrivas med en
n:te ordningens differentialekvation:
dny n—1 d™u dm—lu
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Exempel: Mekaniska systemet

Dynamiken pa tillstandsform:

dx _d _k 1

—_ = m m m

dt_[ 10 ]’”[0]”
Antag: Ingen ddmpning (d=0), ingen yttre kraft (F=u=0),
initialvillkor x(0) = [v(0) 2(0)]T = [0 1], m =k = 1:

dx _ (0 -1
ar (1 o])*
A

Exponentialmatris:

oA cost —sint
~ |sint cost

Ger I16sning:
A _ [cost —sint 0) _ (—sint
x(t) = e%x(0) = [sint cost ] [1] - [ cost ]

Egenvéarden

A:s egenvéarden ges av de n rotterna till den karakteristiska
ekvationen
det(AI—A)=0

det(AI — A) = P(A) kallas karakteristiskt polynom
Egenvéardena kan vara komplexa (komplexkonjugerade)

Multiplicitet av egenvérde = antal egenvarden med samma
varde



Antag diagonal A-matris med egenvarden A4,...,4,:

A 0 0 ... 0

0 A 0 ... 0
A= | . . .

0 0 0 An

Da
et 0 0 0
0 et o 0
At —
0 0 0 e/t

Varje egenvarde A; ger en term e* i Idsningen

Stabilitet
Kan analysera stabilitet for oppna systemet:
u y
System

Eller for det aterkopplade systemet (fran r till y):

r e u y
Regulator System

-1

Analys av aterkopplade systemet kan ses som analys av:
r y

—Aterk. sysk—=—

Insignal: u till 5ppna systemet, r till aterkopplade systemet

Stabilitetsbegrepp

Asymptotisk stabilitet: x(¢) — 0 da ¢ — oo for alla
initialvérden

Stabilitet: x(¢) begrénsad da ¢t — oo for alla initialvarden
Instabilitet: x(¢) obegrédnsad da ¢t — oo fér nagot initialvarde

Exempel — aterkopplade system

Asymptotiskt stabila/stabila system:

» Reglerad pendel i inverterat lage
» Segway
» Férhoppningvis alla reglersystem

Instabila system:
» Tidig version av JAS

Notera:

» Instabilt (styrbart) dppet system OK, kan stabiliseras med

aterkoppling
» Instabilt &terkopplat system inte OK

For en generell A-matris ger varje egenvarde en term
Pp,—1(t)etit i eAt dar

> Pn,_1(t) &r ett polynom i ¢ av hégst gradtal m; — 1
» m; ar egenvardets multiplicitet
Exempel: -1 1
=0 4)

Egenvérden:

Exponentialmatris:

Stabilitet

Stabilitet &r en inneboende systemegenskap (fér 6ppna eller
aterkopplade systemet) — beror ej pa hur insignalen ser ut

Vi kommer framfor allt titta pa stabilitet fér 6ppna systemet har

Vi kan studera det fria systemet

dx

@_A
ar =

Lésning:
’ x(t) = e*'x(0)

Exempel — 6ppna system

Asymptotiskt stabila system:

» Vattentank med hal i botten
» Temperaturen i en ugn
» Hastigheten i en bil

Stabila system:

» Vattentank utan hal i botten
» Pendel (utan dampning) i hdngande lage
» Tillryggalagd stracka i en bil

Instabila system:

» Pendel i inverterat lage

» Segway
Exempel: skalart system
dx(t)
a0
x(t) = e™x(0)
a<0 a=0 a>0
2 2 2
x 1 \ x 1 x 1
0 0 0
0 05 1 0 05 1 0 05

t t t

» asymptotiskt stabilt oma < 0
» stabiltoma <0
» instabiltoma > 0



Stabilitetsvillkor — allmanna fallet

Egenvéardena 4; till A-matrisen avgdr stabiliteten.

Ett linjart system ér:

» Asymptotiskt stabilt om alla Re(4;) < 0
» Instabilt om nagot Re(4;) > 0

» Stabilt om alla Re(4;) < 0 och eventuella egenvarden pa
imaginédra axeln har multiplicitet 1

Exempel: tankreaktorn

dv [—(%+k1) 0 ]H [

dt by -2
(10
Y=lo 1]”*

Eftersom A-matrisen ar triangulér sa ges egenvardena direkt
av diagonalelementen:

o<

| u

A1 =—(%+k1), Ao = —

<o

Asymptotiskt stabilt (givet att ¢, V, &1 > 0)

Simulering av mekaniska systemet

m=k=d=1:
1
—z
—
05
x 0 s —
\ ’
—0.5\~—/
o2 4 6 & 10 0 2 4 6 8 10 12

Laplacetransformen

Ett kraftfullt matematiskt verktyg for att studera och 16sa linjara
differentialekvationer

T.ex.

—| System |—

Vad blir utsignalen y(¢) givet en viss insignal u(¢)?

Routh—-Hurwitz stabilitetskriterum

2:a ordningens karakteristiskt polynom fér 2 x 2-matris A:
det(AI—A) =P(1) = A% + p11 + po

Alla rétter ligger i vénster halvplan (alltsa alla Re(4;) < 0) om
och endast om p; > 0 och ps >0

3:e ordningens karakteristiskt polynom fér 3 x 3-matris A:
det(AI —A) = P(4) = A% + p1 A2 4 pad + p3

Alla rétter ligger i vénster halvplan (alltsa alla Re(4;) < 0) om
och endast om p; > 0, ps > 0, p3 > 0 och p1ps > p3.

Exempel: mekaniska systemet

ax —d _k T
= m m m
dt_[l 0]x+[0]”
y= (0 1] x

Egenvarden:

=12+i/1+£=0
m m

m

DoF |

d
det(A — A) = ‘lj m

Antag m, k,d > 0: Asymptotiskt stabilt (d& d/m > 0,k/m > 0)
Antag m, k > 0,d = 0: Vi far egenvarden

11,2 = :I:i\/ ﬁ
m

Alltsa &r systemet stabilt (men ej asymptotiskt stabilt)

Linjara system pa tillstandsform i MATLAB

% Definiera systemmatriser
A=1[12; 34];

B = [0; 1];

Cc = [10];

D = 0;

% Skapa tillstandsmodell
sys = ss(A,B,C,D);

% Berdkna egenvérden till A-matrisen
eig(h)

% Simulera systemet utan insignal fran ett

% visst initialvérde
initial(sys,x0)

Lésa diff.ekvationer utan Laplacetransformen

Exempel: 2:a ordningens inhomogen linjar differentialekvation:

J+ay+ by =u(t)

1. Finn alla 16sningar till homogena ekvationen
jy+ay+by=0
— Lo&s karakteristiska ekvationen r2 +ar + b =0 = ry, ro
— Homogen I6sning:

gy = Clerlt + Czerzt, ri#re
h (Clt + Cz)e”t, ria=rs



Laplacetransformen

2. Finn en partikul&rlésning y, till inhomogena ekvationen

— Olika I6sningsansatser beroende pa u(z) Omvandlar en funktion f(¢) till en annan funktion F(s).

3. Alla I&sningar ges av > f(t) &ren funktion av tiden¢ > 0

Y=+ » F(s) ar en funktion av den “komplexa frekvensen” s
4. Bestam C; och C; med hjalp av eventuella
begynnelsevillkor Definition:

”QZLU@}=Amﬂ0f%h

Ganska omstandligt. . .

Nagra vanliga funktioner (signaler) Impulsfunktionen 6 ()

f » Impuls vid tiden 0

f(t)y=40(t) Impuls » Oandligt hég och oandligt smal, men med arean 1:
N
f l/e 0<t<e

 —— pe(t) = {0/ t>¢

f@ =1 Steg (konstant signal) -
f ' 8(2) = limpc()

flt)y=t Ramp
f ‘ Exempel:

dv s

f(t) =e Exponentialfunktion dr )

Bl t Tolkning: “Injektion av en enhetsvolym vid tiden noll”

Laplacetransformen av nagra vanliga funktioner

Utdrag ur formelsamlingen s. 6:

Laplacetransform F(s) | Tidsfunktion f(¢)
Impuls: - 11 5(2) Diracfunktion
4S()} = / S(t)etdt = 1 .
0 2 S 1 Stegfunktion
Steg: 1
{1} = /‘”1 ety — {e—“r’ _1 3 2 t Rampfunktion
0 —S$ ]9 S 1
6 e*at
Exponentialfunktion: s "‘sa
© 12 - cosat
—at > —at —std e—(s+a)t 1 s°+a
e }_/0 coe s —(s+a)| ~s+a 04| @ 1+M
0 s(s+a)(s+0d) b—a

Nagra viktiga egenskaper hos Laplacetransformen Fler viktiga egenskaper

Utdrag ur formelsamlingen s. 5:

Utdrag ur formelsamlingen s. 5:

Laplacetransform F(s) | Tidsfunktion f(¢)
1 | aFi(s) + BFa(s) afi(t)+ Bfa(¢)  Linjaritet
8 | sF(s) — f(0) f'(2) Derivering
9 | s2(s) —5/(0) ~ £/(0) | (1) planet
12 1 F(s) /)f f(r)dr Integration
S 0
i t-planet

Laplacetransform F(s) | Tidsfunktion f(¢)

14 | limsF(s) lim f(t) Slutvardes-
=0 feo teoremet

15 | lim sF(s) lim f(¢) Begynnelse-
5700 =0 vérdesteoremet

OBS! Far bara anvandas om gransvardet i tidsdomanen

existerar!




Lésa diff.ekvationer med Laplacetransformen

1. Laplace-transformera alla termer i ekvationen
— Anvéand formelsamlingen
2. Lésut Y(s)
3. Anvénd invers Laplace-transform for att hitta y(¢)

— Partialbraksuppdela forst om det behévs
— Anvand formelsamlingen

Exempel 2

Los
F4+3y+2y=1
med begynnelsevillkoret y(0) = ¥(0) = 0.

1. Laplacetransformera:
s?Y (s) +3sY(s) + 2Y(s) = 3

2. Lés ut Y(s):
(s*+3s+2)Y(s) = 1
1 1

YO = SR TS " 6T

3. Invers Laplace (transform nr. 24):

Exempel 1

Los
y+3y=0

med begynnelsevillkoret y(0) = 5.
1. Laplacetransformera:
sY(s) —5+3Y(s) =0

2. Lés ut Y(s):
(s+3)Y(s)=5

5 1
Y(s) = =5.
©)=533=%553
3. Invers Laplace (transform nr. 6):
¥(8) = 5e™

Exempel: Mekaniska systemet

Vi méater positionen, y=z. Vihark=m=1,F=d =0

Modell (fran kraftbalansen, se forel. 2)
J+y=0
med begynnelsevillkoret y(0) = 1,y(0) = 0.
1. Laplacetransformera:
s’Y(s)—s+Y(s)=0
2. Loés ut Y(s):
(s*+1)Y(s) =s

S
Y =
) s2+4+1

3. Invers Laplace (transform nr. 12):

y(t) = cost




