Forelasning 4

e Laplacetransformen
¢ Overforingsfunktion

Rekommenderad lasning: Process Control: 3.5-3.6

Laplacetransformen?

Ett kraftfullt matematiskt verktyg for att studera och l6sa linjara
differentialekvationer

T.ex.

System

Vad blir utsignalen y(¢) givet en viss insignal u(¢)?

Ldsning av differentialekvationer utan
Laplacetransformen

Exempel: 2:a ordningens inhomogen linjar differentialekvation:
y+ay+ by = u(t)

1. Finn alla lI6sningar till homogena ekvationen j + ay + by = 0
— LOs karakteristiska ekvationen r2 +ar+b=0 = ry, ry
— Homogen l6sning:

B Cie™ + Cye™, ri#Ty
T (Cit + Cp)e'™, ry=rsy

2. Finn en partikularlésning y, till inhomogena ekvationen
— Olika losningsansatser beroende pa u ()

3. Alla Iésningar ges av
Y=Yn+Yp

4. Bestam C; och C; med hjalp av eventuella begynnelsevillkor

Ganska omstandligt. ..




Laplacetransformen

Omvandlar en funktion f(¢) till en annan funktion F(s).

e f(¢) ar en funktion av tiden ¢t > 0
e F(s) ar en funktion av den “komplexa frekvensen” s

Definition:

F(s) = L{f(t)} = / " f(year

Nagra vanliga funktioner (signaler)

f

f(t)y=456()  Impuls

t

f

fit)y=1 Steg (konstant signal)
7 t
f

fie)=t Ramp
] t
f

\\ f(t)=e Exponentialfunktion

T

Diracfunktionen J(t)

e Impuls vid tiden 0
e Oandligt hég och oéndligt smal, men med arean 1:

1/e 0<t<e
(L) = _
pe(t) {0 .

d(t) = lim pc(t)

Exempel:

av
o o(2)

Tolkning: “Injektion av en enhetsvolym vid tiden noll”

Laplacetransformen av nagra vanliga funktioner

Impuls:
L5t} = /0 T S(t)edt =1
Steg: .
L{l}z/oool-e_“dtz {‘:L =%
Exponentialfunktion:

e—(s+a)t o0 B 1
—(s+a)], s+a

Loy = / et ety = {
0




Utdrag ur formelsamlingen s. 6:

Laplacetransform F(s) | Tidsfunktion f(t)
11 o(t) Diracfunktion
1 :
2 5 1 Stegfunktion
1 :
3 2 t Rampfunktion
6 1 e
s+a
ab ae % — be~
24 14—
s(s+a)(s+b) Ly

Nagra viktiga egenskaper hos Laplacetransformen

Utdrag ur formelsamlingen s. 5:

Laplacetransform F(s)

Tidsfunktion f(¢)

12

(XFl(S) + ﬁFg(S)
sF(s) — £(0)
s?F(s) —sf(0) — £'(0)

LF()

afi(t) + Bf(t)  Linjaritet

f'(t) Derivering
i ¢-planet
f"(¢)
t
/ f(r)dr Integration i ¢-planet
0

Harledning av derivataformeln

Antag att f(¢) har Laplacetransformen F(s). Da
t
aﬂm=/fmﬁw

— —st / f(t —stdt
=—f(0)+sF(s

Fler viktiga egenskaper

Utdrag ur formelsamlingen s. 5:

Laplacetransform F(s)

Tidsfunktion f(¢)

14

15

OBS!

limsF(s)

s—0

lim sF(s)

§—00

L}im 0] Slutvéardesteoremet
lim £(¢) Begynnelsevardes-

t—0
- teoremet

Far bara anvandas om gransvardet i tidsdomanen existerar!




Arbetsgang for att |0sa differentialekvationer med
hjéalp av Laplacetransformen

1. Laplace-transformera alla termer i ekvationen
— Anvéand formelsamlingen
2. LOs ut Y (s)
3. Anvand invers Laplace-transform for att hitta y(¢)

— Partialbréksuppdela forst om det behovs
— Anvand formelsamlingen

2. Los ut Y(s):

Exempel 1

y+3y=0

med begynnelsevillkoret y(0) = 5.

1. Laplacetransformera:

sY(s)—5+3Y(s) =0

(s+3)Y(s) =5

. Invers Laplace (transform nr. 6):

5 1
Y(s) = =5
(s) s+ 3 s+ 3
y(t) = 5e™*

Exempel 2
Los

y+3y+2y=1
med begynnelsevillkoret y(0) = y(0) = 0.

1. Laplacetransformera:
s?Y(s) 4+ 3sY(s) +2Y(s) = 1
2. Los ut Y(s):
(s +3s+2)Y(s) = 1
1 1

Y(s) = s(s2 + 3s + 2) - s(s+1)(s+2)

3. Invers Laplace (transform nr. 24):

) = 1 N e 2t _ et
Y =5 2

Repetition: Tillstdndsformen

x
u Yy
System
d
d_atc = Ax + Bu
y=Cx+ Du




Direkt |6sning av tillstandsekvationen

Losning (se formelsamlingen s. 3):
t
x(t) = e*'x(0) + / e =9 Bu(r)dr
0

t
y(t) = Ce*'x(0) + / Ce*"") Bu(t)dr + Du(t)
N’ \0

-~

inverkan av )
initialtillstand inverkan av
insignal

Lampar sig inte for handrakning / kvalitativ forstaelse

Losning av tillstandsekvationen med
Laplace-transformen

d
d—gtczAx+Bu
y=Cx+ Du

Antag initialtillstandet x(0) = 0.

Laplacetransformera:

L6s ut X (s):
(sI —A)X(s)=BU(s)
X(s)=(sI—A)'BU(s)
Satt in i ekvationen for Y (s):
Y(s) = C(sI —A)"*BU(s) + DU(s)
- <C(sI —A)B+ D> Uls)

J/

G(s)

G (s) kallas for systemets overforingsfunktion  (transfer function)

Exempel: tankreaktorn

dx [—(%Jrkl) 0 ]x+[

dt k1 —L
y= [0 1]x

Overféringsfunktion:

O <=
| S——
<

G(s)=C(sI—A)"'B+D

s+24+k 0 Y'(g
=[0 1 v v 0
[ ][ B s+ ] [0]+
vk

(s+E+k)(s+ %)




Omvandling fran hogre ordningens Att rakna ut systemsvar med Laplace-transformen
differentialekvation till dverféringsfunktion

u Yy
Exempel: Antag att en process beskrivs av System

3'/'+ a1y+ agy = blll + bgu,
Laplacetransformering ger 1. Hitta insignalens Laplacetransform U(s) = L{u(¢))}
2. Hitta systemets overféringsfunktion G(s)

2 Y(s)= (b bs)U
(87 + a1s +a)Y(s) = (bis + b2)Uls) 3. Berdkna utsignalen i Laplace-doméanen:

Y(s) = _ bistby 5)
- 2+ ais+a Y(s) = G(s)U(s)
G
(5) 4. Anvand invers Laplace-transform: y(¢) = L71{Y(s)}
Overforingsfunktion  G(s) — sammanfattning Nasta forelasning

e Poler och nollstéllen

e Kompakt beskrivning av dynamiken fran insignal till utsignal « Impulssvar

e Bryr sig inte om tillstAndsvariablerna inne i systemet
e Stegsvar

e Enkelt att berékna systemsvar med formeln

Y(s) = G(s)U(s)

Rekommenderad lasning: Process Control: 3.6-3.7, 3.9




