Forelasning 3

o Tillstandsformen (state-space form)
e Stabilitet

Rekommenderad lasning: Process Control: 2.6, 3.1-3.4, Feedback
Systems: 3.6.

Tillstdndsformen
X

—— System |——

Generellt ar x, u och y vektorer:

X1 251 4!

Xn Um Y

n = antal tillstAndsvariabler = systemets ordningstal (order)

m = antal insignaler, p = antal utsignaler

Vektorn x kallas systemets tillstdnd (state) och innehaller vardet av
alla ackumulerade storheter i systemet (systemets "minne”)

Systemets dynamik beskrivs av n forsta ordningens differentialekva-
tioner:

dx
d_tl = fl(xla ceey Xy, U, ’um)
d

Tn _ fa(X1, ooy Xny Uty vy Up)
dt

(Skrivsattet x = j—f for tidsderivata forekommer ocksa)

Utsignalerna ges av p matekvationer (anges inte alltid):

ylzgl(xla ceey Xy U, )um)

yp:gp(xb ceey Xy, U, ,um)

Systemet kan skrivas pa vektorform som

d
d_: = f(x,u)
y=g(x,u)




Tillstandsformen for linjara system

dx,

d_tl =a11X1+ ...+ a1,x, + b11u1 +...+ blmum

g - Ap1X1+ ...+ Xy +bpu1 + ...+ bymtin

Y1 = C11X1 + ...+ CinX, + d11u1 + ...+ dlmum

Yp = Cp1X1 4+ ...+ ConXp + dpitts + ...+ dpnin

P& matrisform:

dx
E—Ax+Bu
y=Cx+ Du

(Vilka dimensioner har A, B, C och D?)

Exempel: koncentrationsdynamik i tankreaktor

4, Cro

f——ey——

Cr | Cp
f—— V

g, Cp, CRr

e Volym V, flode q
e 1:a ordn. reaktion R — P

e Reaktionshastighet
rg =—rp=—kicg

Materialbalanser ger modellen

der  (q q
@ = (i) et gom
de

— - = kicgr — ECP

dt \%4

Infor tillstandsvektorn

(2]

Antag att

e Vi Styr u = cro

N CR
e Vi mater y = [ ]
Cp
Dynamiken skriven pa tillstandsform med matriser blir
d — (£ +k 0 Z
dx _ (= ($+k) e ()
a | -4 ) 0
A B

(1 0] +[0]
e X u
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Exempel: positionsdynamik for mekaniskt system

k Kraftbalans ger modellen
m p—=F
— dv d k 4 1 7
d dt mv mZ m
dz
— =0
e Massa m med position z dt

och hastighet v Infor tillstandsvektorn
e Yitre kraft: F v
o Fjaderkraft: Fj = kz = [ ]

e Damparkraft: F; = dv

4

Antag att
evVistyru=F
e Vimater y =z

Dynamiken skriven pa tillstandsform med matriser blir

dx _da _k 1
E:[l 0]“[0]”

Compartment-modeller
e Erik Widmark modellerade spridningen av alkohol i kroppen,
1922
e Torsten Teorell myntade begreppet “compartment model”, 1936

e Compartment-modeller krdvs av FDA for att godk&nna nya
lakemedel

e Pulstestning t.ex. i biologiska och industriella system

e Systemet bestar av forbundna avdelningar (compartments)

e En tillstAndsvariabel for varje avdelning representerar massan
eller koncentrationen av det studerade amnet

e Transporthastigheterna ar proportionella mot koncentrations-
skillnaderna

Exempel med tva avdelningar:
u




Infor tillstandsvariablerna

c; = koncentrationen i avdelning 1

Antag Vi = V, = k13 = ko = 1. Svar vid injektion av enhetsvolym:

1
ce = koncentrationen i avdelning 2
0.8}
Dynamiken ges da av 5 061\
dc S
Vld_l = kiz2(co —c1) — koc1 +u 0.4
des 0.2t 7 T~ <
V _— = k — / =~ -
2 di 12(01 02) ; - — _ |
0 1
0 1 2 3 4 5
t
Inlamningsuppgift 1 Stabilitet

u

Stabilitet ar en inneboende systemegenskap — beror ej pa hur
insignalerna ser ut

Om vi struntar i insignalerna kan vi studera systemet

dx
T _A
dr = %

y=Cx




Stabilitetsbegrepp

Skalara fallet ( n = 1)

Asymptotisk stabilitet:  y(¢) — 0 da ¢t — oo for alla initialvarden dx(t) )
=ax
Stabilitet: y(¢) begrénsad da ¢ — oo for alla initialvarden dt
t) =cx(?
Instabilitet: y(#) obegransad da ¢ — oo for nagot initialvarde ¥) 0
Losning:
x(t) = e”x(0)
a<o a=0 a>0
2 2 2
<1 \\ <1 =1
0 0 0
0 0.5 10 05 1 0 0.5
t t t
Stabilitetsvillkor — skalara fallet Allméanna fallet (n > 1)
e a < 0 < asymptotiskt stabilt dx(t) _ Ax(?)
e a <0 < stabilt dt :
t) = t
e a >0 < instabilt o) = Cx(0)
LAsning:

Vad betyder det?

x(t) = e*'x(0)




Exponentialmatris

e =14 At + (A1)?/2! + (At)? /3! + ...

Derivera I6sningen ovan for att kolla att den stammer:

dx(t)_i At _ 2 3,2
TR x(0) = (A+ A%t + A’t?/2 4+ ...) 2(0)

= Ae?'x(0) = Ax(2)

Stabilitetsvillkor — allmanna fallet

Egenvardena A1, As, ..., 4, till matrisen A avgor stabiliteten:

e alla Re(4;) < 0 < asymptotiskt stabilt

e alla Re(4;) < 0 och ev. egenvarden pa imaginara axeln enkla <

stabilt
e nagon Re(4;) > 0 = instabilt

Egenvardena fas genom att I6sa den karakteristiska ekvationen

det(AI — A) =0

Exempel: tankreaktorn

Eftersom A-matrisen ar triangular sa ges egenvardena direkt av
diagonalelementen:

M=—(E+k), A=-—

<la

Asymptotiskt stabilt (givet att ¢, V', k1 > 0)

Exempel: mekaniska systemet

Egenvardena till A-matrisen ges av

A -1 d k
I—A == = 2 —_ _— =
det(A ) Byl /1+m/l+m 0
P i:l: d? —4mk
27 Tom 2m
Antag m,k > 0

Asymptotiskt stabilt om d > 0, stabilt om d >0




Simulering av mekaniska systemet Linjara system pa tillstandsform i MATLAB

% Definiera systemmatriser

m=k=d=1: m=k=1, d=0: A=1[12; 34];
! — B = [0; 1];
05 --v c =[10];
D = 0;
x 0 T e
" J % Skapa tillsténdsmodell
-0.5f - sys = ss(A,B,C,D);
-1
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12 % Berdkna egenvarden till A-matrisen

eig(A)

% Simulera systemet utan insignal frén ett visst initialvérde
initial(sys,x0)

Nasta forelasning

e Laplacetransformen
¢ Overforingsfunktion

Rekommenderad lasning: Process Control: 3.5-3.6




