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Losningar till tentamen i Reglerteknik AK 20130406

1. Ett system beskrivs av

3 2
%za%—7%—y+u+%,
dér a ar en konstant.
a. Bestam systemets overforingsfunktion G(s). (1p)
b. For vilka virden pa a dr systemet stabilt? (1p)

Solution

a. Laplace-transform ger
s3Y (s) = s2aY(s) —s7Y(s) — Y(s) + U(s) + sU(s),

vilket ger
Y(s)=G(s)U(s)
med
s+1

G = .
() s3—as24+Ts+1

b. Overforingsfunktionens karakteristiska polynom ges av
$3—as®+Ts+1

Stabilitetsvillkoren i formelsamlingen ger att systemet &ar stabilt da a < 0
och —7a > 1, alltsa da a < —1/7.

2. Ett system pa tillstdndsform &r givet enligt

) -6 —-25 1
x = x+ u
y = |1 15|«
a. Vilka ar systemets poler? (1p)
b. Vilka ar systemets nollstéllen? (1p)
Solution
Systemets overforingsfunktion ges av
1 s —25 s+3
G(s)=C(sI—A) ' B=C|——— B=——"——.
(s) = C(sI - 4) <32+65+5 [2 s+6D 5+5)(s+1)
a. Systemets poler 4r s = —1 och s = —5.

b. Systemets nollstille dr s = —3.



3. Betrakta systemet

%1 = —x1 + u?

x2=x%—x2+1

y=x2+xo
a. Finn alla stationdra punkter (x(l’,xg ,u?) for systemet ovan, dar x(l’ och xg ar
uttryckta som funktioner av insignalen u°. (1p)
b. Linjirisera systemet nir u° = 1. (2 p)
c. Visa att det linjariserade systemet a4r asymptotiskt stabilt oberoende av
linjariseringspunkt. (1p)
Solution

For att forenkla uttrycken infér vi fi(x1,x9,u), fo(x1,x2,u) och g(x1,x2,u)
s att systemet kan skrivas

%1 = f1(x1,x2,u)
%o = fo(x1,%2,u)
y= g(x11x2’u)

a. Vi finner de stationira punkterna genom att sédtta 1 = %o = 0. Ekva-
tionen fi(x1,x9,u)) = 0 ger d& x¥ = (u°)2. Sétter vi in detta i ekvationen
fo(x1,x2,u)) = 0 far vi 0 = (x9)2—x) +1 vilket ger x) = (x9)2+1 = (u%)*+1.
Sammantaget ges de stationdra punkterna av

(.8 u%) = ()% (W) + 1,u)

b. For u® = 1 4r den stationira punkten (x,x9,u°) = (1,2,1).
Vi inf6ér nya variabler Ax;y = x1 — x(ll, Axg = x9 — xg, Au = u — u®, och

Ay = y — ¥°. Det linjariserade systemet ges da av

(29) =4 (2] + bau

AXQ sz
Ax
Ay=C[ 1]+DAu
X2
dar
dfi Of
A_a—ga—x;] _[—1 0]_[—1 o]
| o, OF 0 _ - _
o )|, e (29 -1 2 -1
B b (2 (2
I Lo ) Lo
Ou 29,29 u0
_ 0g 99 _ 0 _
c= (3 a—m)xo,xg,uo—(“l 1) =(2 1)
D=@ =0
auxo,xg,uo




c. Fran uppgift (b) har vi
(24 )
A= 0
2x] -1
A-matrisens egenvérden dr {—1, —1} oberoende av virdet pa x?, det vill séiga

alla egenvirden ligger i vanster halvplan och det linjariserade systemet ar
asymptotiskt stabilt.

4. Lisa har ett system vars Bodediagram visas i Figur 1.

Bode Diagram
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Figur 1 Bodediagram for Lisas system i uppgift 4.

a. Lisa vill gora systemet snabbare och funderar déarfoér pa att koppla in en
kompenseringsldank. Ska hon vilja en fasavancerande eller en fasretarde-
rande 1ank? Nar borde hon istéllet vilja den andra typen av kompenserings-

lank? (0.5 p)
b. Lisa skulle vilja ha systemet 10 ganger sa snabbt. Vilken skérfrekvens vill
hon da ha p4 sitt nya system? (0.5 p)

c. Lisas kompis Pelle ldser i foreldsningsanteckningarna och tycker att det
verkar krangligt att designa en kompenseringslink. Han hivdar att det
riacker med att Lisa okar forstarkningen med en konstant K for att 6ka
snabbheten. Vilket K skulle Lisa beh6va ha for att fa sin onskade skéarfre-
kvens? (0.5 p)

d. Vad ar den stora nackdelen med Pelles satt att 16sa uppgiften? (0.5 p)

Solution



I y+y=u
) 0 2.25 1
x = X+ u
II 4 0 0
y = |1 —0.25]x
m | —
s24+0.8s+4

Tabell 1 Processbeskrivningar i problem 5.

a. Lisa vill ha en fasavancerande lank. Den fasretarderande lanken &r bra da
man vill minska sina stationéira fel.

b. 0™ =30 rad/s.

c. Forstarkningen vid @ = 30 rad/s #r |G(30i)| ~ 10~2. For att detta ska bli
den nya skirfrekvensen méaste Lisa multiplicera med K = 100.

d. Nackdelen ar att fasmarginalen for systemet minskar fran cirka 50° till
cirka 5°, vilket ger ett mycket kinsligare system.

5. I figur 2 finns fyra stycken stegsvar (A-D) fran fyra olika processer. Pa-
ra ihop dessa med fyra utav de sex olika processbeskrivningarna (I-VI) i
tabell 1 (differentialekvation, tillstdndsform och éverforingsfunktion) och i
figur 3 (Bodediagram, singularitetsdiagram och Nyquistdiagram). Motive-

ra dina val. (4 p)
1 1
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Figur 2 Stegsvar i problem 5.

Solution
System II samt IV kan uteslutas helt. Anledningen &r att system II &ar
instabilt (poler: +1/10) och system IV har en tidsfordrojning (fasen — —oo).
Inget av stegsvaren A-D svarar mot sddana system.

Systemet som ger upphov till Stegsvar D har en integrator. Enda alterna-
tivet ar: D-V.

Aterstar system I, III, och VI, samt stegsvar A, B, och C. System I har
en reell pol i VHP och inga nollstdllen. Det ger alltsa ett stegsvar utan
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Figur 3 Bodediagram (till vénster), samt singularitetsdiagram och Nyquistdiagram (till
héger) fran problem 5.

overslang och svingningar vilket utesluter att det hor ihop med stegsvar A.
Dessutom kan man med begynnelsevirdesteoremet visa att y(0) = 1 vilket
dven utesluter B. Enda alternativet ar I-A.

System III dr pa formen

w2

=s2+2§a)s+a)2’

G(s)

med { = 0.2. Systemet hor alltsa ihop med ett daligt ddmpat stegsvar: ITI-C.

Fran Nyquist-diagrammet kan man utlédsa att systemet VI varken har poler
eller nollstéllen i origo, har ett poléverskott pa 2 (vilket ger y(0) = 0, vilket
syns i stegsvar B), samt en stationidr forstirkning G(0) = 1. Alla dessa
egenskaper stammer pa B. Réatt ihopparning ar: A-I, B-VI, C-III, D-V

Blockschemat for ett system visas i Figur 4. For att bedoma ett system
racker det oftast inte med att bara titta pa éverféringsfunktionen fran refe-
rensvérde till utsignal, utan det finns fler intressanta éverféringsfunktioner
att ta hansyn till.

GR (.S‘) GP(S) =

-1

Figur 4 Blockschema for systemet i uppg. 6.

a. Ta fram 6verforingsfunktionerna fran r - y,d -y, n — y och r — u.
(2 p)

b. Processen ges av

@O =6y



och ska regleras med en Pl-regulator. Vilka villkor giller for K och T; for
att samtliga fyra overforingsfunktioner du tog fram i a) ska vara stabila?
(2 p)

c. Utsignalen da referensvirdet ar ett steg visas i Figur 5 for tva olika pa-
rameteruppsittningar pa regulatorn. Vilken av parameterinstéllningarna
skulle du rekommendera? Stimmer det med dina tidigare svar? Motivera.

(1p)

Step Response

3.5

Amplitude

0.5F 1

20 25

10 15
Time (seconds)

Figur 5 Stegsvar pa referensviardesindring. Den streckade linjen visar fallet da regu-
latorparameterarna dr K = 3, T; = 9. Den heldragna linjen visar fallet da regulatorpara-

metrarna dr K =1, T, = —1.
Solution
a.
_ _GpGg _ _Gp
Gry = 1+GpGg’ Gay = 1+GpGp
Gr

_ 1 —
Gny — 1+GpGpgr’ Gru — 14+4GpGgr*

b. En Pl-regulator har éverféringsfunktionen

K K
GR(S) =K+ m = ?(S-i- l/Tl)

Kretsoverforingsfunktionen blir
K(s+1/Ty) _ Q(s)

Go(s) = Gp(s)Gr(s) = +s2—2s  P(s)

Polerna for det sluta systemet ges av nollstéllena till
Q(s) _ P(s) + Q(s)
1+ Go(s) =1+ = .
=1 P T T Qw

Eftersom
1+ Go(s) =0<=P(s) +Q(s) =0



ges det karakteristiskta polynomet i samtliga fall av
P(s)+Q(s) =s>+ s>+ (K —2)s + K/T;
Detta ger stabilitetsvillkoren (se Formelsamling)

K > 2
K/Tl > 0 i{
(K-2) > KT,

K > 2
T, > K/(K—-2)

c. Regulatorn med K = 1, T; = —1 ser mycket battre ut om man endast
tittar pa detta stegsvaret. Parametrarna uppfyller dock inte stabilitetskra-
ven fran uppgift b) och skulle vi istéllet valt att titta pa svaren fran last-
storningen d skulle vi se att vi fatt ett instabilt system. Anledningen till
att stegsvaret fran referensvirde ser sa bra ut &ar for att det sker en pol-
nollstéllesforkortning av den instabila processpolen. Ett lampligare val av
regulatorparametrar hade darfor varit de som ger upphov till det strecka-
de stegsvaret i figuren. Det uppfyller atminstone grundkravet att vi for ett
stabilt system &ven om prestandan i detta fallet kanske lamnar mer att
onska.

7. En intressant (men topphemlig process!) i en smartphone beskrivs av dif-
ferentialekvationen
y—3y+y=u—>bu

Man &r intresserad av en regulator baserad pa tillstandsaterkoppling for
att styra y. En konsult som designat tillstandsaterkopplingen har placerat
tillstandsaterkopplingens tva poler pa samma stélle i vinster halvplan, var-
dera med en brytfrekvens motsvarande 2.5 rad/s. Av praktiska skil visar
det sig att det endast dr mdgjligt att méta signalen y vilket innebér att ett
Kalmanfilter behévs for att skatta tillstanden.

Designa ett lampligt Kalmanfilter som passar till (den redan fardiga) till-
standaterkopplingen ovan. (3 p)

Solution
Laplacetransform av bada leden i differentialekvationen ger

s—5

Gs) = s2—-3s+1°

En tillstandsrealisation pa observerbar kanonisk form (se formelsamling)

ges av
3 1 1
x = x + u=Ax+ Bu
—1 0 _
y = 1 0]x=Cx

Ett Kalmanfilter for processen ovan ges av

% =A%+ Bu+ K(y— C%)



Om vi anviander tumregeln som séger att observerarpolerna viljs dubbelt sa
snabbt som tillstandsaterkopplingens poler far vi att bada polerna placeras
i s = —5. Det karakteristiska polynomet for Kalman-filtret ges av

det(sI —(A—KC)) =s>+ (k1 —3) #s+ky+1=5>+10s +25

dar vi i sista ledet fort in det 6nskade karakteristiska polynomet. Identifi-
ering av koefficienterna i polynomen ger

k1 13
K = =
ko 24
Anmérkning: Fran uppgiften vet vi inte vilken tillstdndsform som man an-
vant for sjilva tillstandsaterkopplingen. Dock kan man fran vara estime-

rade tillstdnd hitta en linjdrkombination som 6versatter till andra val av
tillstandsform (motsvarande en matrismultiplikation).

8. Ett system med 6verforingsfunktionen G,(s) = WI(H?)) aterkopplas med

en P-regulator. Det finns en tidsfordrojning mellan regulatorn och proces-
sen. Tidsférdrojningen varierar mellan 0 och 0.5 sekunder.

a. For vilka viarden K pa forstarkningen i P-regulatorn &r det slutna systemet
stabilt nar tidsférdrojningen L &r 0.5 sekunder? (2 p)

b. Med de mgjliga virdena pa K fran deluppgift a), hur litet kan det stationéra
felet for ett enhetssteg goras? Du kan bortse fran tidsférdrojningen. (1 p)

Solution

a. Vi soker den frekvens for vilken
arge 9%°G,(iw) = —,
dvs da

0
—0.5w — arctan @ — arctan 3 = —7.

Detta kan vi 16sa, till exempel, genom att plotta med minirdknaren. Fre-
kvensen blir @y ~ 2.5. Vi har att

1
K< ————— ~105.
|Gp(ia)]

b. Laplace-transformen av felet vid en stegidndring ges av

11
B =1 ra,mK s

Eftersom det slutna systemet ar asymptotiskt stabilt for K < 10.5 har sE(s)
alla poler strikt i véinster halvplan. Vi kan darfor anvinda slutvirdesteore-
met (rédcker ej att bara systemet dr stabilt utan maste ocksa beakta vilken
insignalen &r!)

1 (s+1)(s+3)
E = =
sE(s) 1+G,(5)K  (s+1)(s+3)+K
Det ger
3
lim e(t) = limsE(s) = ——— ~ 0.22.
M o) =B = 5 R o



