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Losningar till tentamen i Reglerteknik AK 20131216

1. Ett forsta ordningens system ges av (4 p)

x(t) = —3x(t) + 2u(t)
y(t) = x(2)

Antag att systemet skall styras med en P-regulator u(¢) = K(r(¢) — y(¢)),
med en konstant K.

a. Berdkna oppna systemets overforingsfunktion, poler och nollstéllen.
b. For vilket K hamnar det sluta systemets pol i —5?
c. Beskriv systemets rotort for K > 0, dvs hur slutna systemets poler beror

pa K.

Solution

a. Oppna systemets overforingsfunktion ges av G(s) = C(sI —A)"'B + D =
2/(s + 3) Systemet har en pol, —3, och inga nollstallen.

b. Slutna systemet ges av KG/(1+ KG) = 2K /(s + 3+ 2K) med poli s =
—3—2K. Med K =1 fas pol i —5.

c. Polen ges av s = —3 — 2K, varfor rotorten ar en linje som foljer negativa
reella axeln med start i —3 och som gar mot —co.

2. Man vill reglera en motor beskriven av (3 p)

1

Y(s)=G(s)U(s) = sG+1) U (s)

med en PD-regulator U (s) = (k + kgs)(R(s) — Y(s)). Bestam parametrarna
k och kg sa att slutna systemets karakteristiska polynom ges av

s?2 + 2L wos + a)?),

dar ¢ och wq &ar givna parametrar. Beskriv ocksa hur parametrarna { och
o paverkar slutna systemets snabbhet och ddmpning.

Solution

Med K = k + kg4s far vi slutna systemet lng = = +(kli]2“fi‘;s 7 Identifiering

av ndmnaren med s? + 2{ wos + ®2 ger

{2§w0=1—|—kd {kd=2§a)0—1
—

0l =k k= w?.

Ett storre viarde pa @, ger ett snabbare system. Parametern { ligger mellan
0 och 1 dar ett hogre viarde ger ett bittre ddmpat system.



3.
nalen y(¢) = 2cos(3t) (om vi bortser fran transienter).

a. Ange vilken slutsats vi kan dra fran detta

A. G@i3) =2

B. G(i3) =2i

C. G(i3) = —2i

D. nagot annat (ange vad)

b. For ett annat system géller att Y(s) = S%U(s). Vad blir y(t) da

e 2 ift>0
u(t) =
0, ift<O
A yt)=e
B. y(t)=e2%
C. y(t)=e'+e™
D. y(t)=et—e2

Solution

Ett linjart system G(i@w) med insignal u(t) = sin(3t) ger upphov till utsig-

(1p)

(1p)

a. Eftersom utsignalen ar |G(iw)|sin(wt + argG(iw)) och eftersom cos(3t) =

sin(3t + 7/2) ser vi att med @ = 3 har vi |G(iw)| = 2 och argG(iw) =
Detta innebir att G(i3) = 2¢/7/2 = 2i, vilket ar alternativ B.

. Fran Laplace-tabellen (rad 6) far vi U (s) 3%2, vilket ger Y(s) L

Invers Laplace ger (rad 16 i samma tabell) y(t) = e? — e %
alternativ D.

/2.

(s+1)(s+2)"
, vilket ar



4. Para ihop Nyquist-kurvorna fér de 6ppna systemen G(s) i figur A — D med
figurerna I — IV som visar utsignalerna fér motsvarande slutna system,
G(s)/(1 + G(s)), da insignalen &r ett steg med amplitud 1. Gl6m inte mo-

tivering. (2p)
1 1
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Figur 1 Nyquistdiagram A-D for de oppna systemen. Nyquistkurvorna fér C och D

utanfor figurerna fortsatter rakt nerat.
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Figur 2 Stegsvar I-IV for de slutna systemen.

Solution
Tva av systemen har integralverkan (C,D) dessa har stegsvar som slutar
pa nivan 1, dvs hor till IT och IV. Tva av systemet har tidsfordrsjning (B,D).
Dessa hor till stegsvaren I och IV. Vi far alltsa A=III, B=I, C=II, D=IV.



5. En bil kan modelleras med differentialekvationen

£(t) = u(t) — uz (1)

dar bilens massa normaliserats till m = 1, z(t) anger dess position och
1 > 0 ar en friktionskoefficient. Kraften fran motorn betecknas med u(¢).

a. Stall upp en valfri tillstandsmodell for bilens dynamik (1). Insignalen skall
vara den applicerade kraften u(¢) och utsignalen y(¢) skall vara bilens po-

sition z(t). (2 p)
b. Vid ett visst val av tillstandsvariabler x(¢) och parameter u fas tillstdndsmo-
dellen (2 p)
d 0 1 0
—x(t) = t t 2
Fradl) [0 —0.1]x()+[0.02]u() @)

() = [1 o] x(2).

Konstruera om mgjligt en tillstandsékterkoppling u(t) = —Lx(¢)+I,r(¢) som
placerar slutna systemets poler i 1 £ i, och sa att statiska forstdrkningen
fran referensen r(¢) till utsignalen y(¢) ar lika med 1.

c. Konstruera en observerare pa formen (2 p)
d . .
ax(t) = Ax(t) + Bu(t) + K(y(¢t) — Cx(t))

for systemet (2). Dynamiken for rekonstruktionsfelet skall ha poler i —2.

Solution

a. Med tillstanden x = [ 1 ] = [ z ] kan dynamiken (1) skrivas

X9 z
X1 = Xo
X9 = —Uxo+u
y=x1

och tillstands modellen blir x = Ax + Bu,y = Cx, dir
0 1 0
A:[ ],B:[],C:(l 0].
0 —u 1

b. Tillstandsaterkoppling med L = ( I Iy ] ger

0 1
A—BL = [ ]
—0.02/; —0.1—-0.02/9

1
det(sI — A+ BL)=det | °
0.020; s+0.1+0.021;

=524 (0.140.0213)s + 0.021; = 0



For att slutna systemets poler skall hamna i 1 +i ska det karakteristiska
polynomet vara s + 2s + 2. Genom att jamfora koefficienter far vi

l; = 100,15 = 95.

For att berdkna [/, kan vi antingen berdkna slutna systemet overforings-

funktion fran r till y, dvs G.(s) = C(sI —A+ BL)™'B = ... = 3204'-02232-2

och satta G.;(0) = 1 vilket ger [, = 100, eller s4 kan vi komma pa att i
stationaritet ar u = xo = 0 vilket tillsammans med x; = y ger att

0=u(t) =—Lx(t)+r(t) = —lLiy+1r.
Villkoret y = r i stationéritet ger alltsa [, = /1, dvs [, = 100 som tidigare.

. Vi véljer A, B och C som i uppgiften. Designekvationen for K blir att

det(sI —A+KC)=(s+2)2=s>+4s+4

waz(m,@]ﬂww

s+ kR -1

det(s] — A + KC) = det
]

] =524+ (0.14k1)s+0.1k; + ko
vilket ger k1 = 3.9, kg = 3.61.

I ett bilspel kan man med god approximation anta att 6verforingsfunktionen
fran spelarens reaktioner, via exempelvis en joystick, till bilens uppférande
pa skidrmen beskrivs av en dubbelintegrator

Foraren fungerar som en PD-regulator enligt figur nedan.

i) K(1+4+ Tps) u(t) | G(s) y(t)_;

L

S

A

Figur 3 Aterkopplat system i uppgift 6

. Bodediagram for det 6ppna systemet Gy(s) = w visas i f6ljande figur.

Ta fran denna figur fram K och Tp. (2 p)

. I Internet-versionen av bilspelet uppstar fordrojningar da spelet kors pa en
server och regulatorn, dvs féraren, som en klient. Detta modelleras som en
tidsfordrsjning e~5L pa ingangen till G(s) (dvs mellan klient och server).
Avgor hur stor tidsférdrgjningen L kan vara utan att systemet i foregaende
uppgift blir instabilt. (1p)



Bode Diagram
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Figur 4 Bode-diagram for G, i uppgift 6

c. Blir resultatet béttre, sdmre eller samma (med avseende pa hur stor tids-
fordrgjningen kan vara) om tidsfordrgjningen i stallet sitter pa utgangen
till G(s) (dvs mellan server och klient). (1p)

Tentan fortsédtter pa nista sida

Solution

a. For sma o ar |Go(iw)| ~ K/w?. Vi avliser magnituden 100 for @ = 0.2,
detta ger K /0.2%2 = 100, vilket ger K = 4. Brytfrekvens for termen (14 Tps)
ges av @ = 1/Tp. Fran figuren ser vi att brytfrekvensen ges av @ = 1 (detta
syns tydligast i fasen, som gar fran -180 till -90 och kommit halvvéags till
-135 vid @ = 1). Vi far alltsa 1/Tp =1, dvs Tp = 1.

b. Tidsfordrojningsmarginalen ges av L,, = ¢,,/®., och vi avldser o, = 4.1

rad/s och ¢, ~ 75 grader = 757 /180 = 1.3 radianer. Detta ger L,, =
1.3/4.1 = 0.32 sekunder.

c. Det spelar ingen roll, eftersom 6verféringsfunktionen fér processen blir den

samma i bada fallen, G(s) = W. Man inser pa samma satt att



om det finns tidsfordrojningar bade mellan klient och server, samt mellan
server och klient, sa ar det summan av tidsférdrgjningarna som spelar roll,
eftersom e Lise=L2s = g=(LitLa)s,



7.

Phase (deg)

Magnitude (abs)
[
o

Betrakta ett system vars bodediagram aterges i figur 5. Designa en kombi-
nerad fasavancerande och fasretarderande kompenseringslank for G sa att
skarfrekvensen blir @, = 30 rad/s, fasmarginalen blir ¢,, = 40 grader, och
statiska felet da referenssignalen &r ett enhetssteg blir noll. (4 p)
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Figur 5 Bode-diagram for systemet i uppgift 7.

Solution

Vi bérjar med den fasavancerande linken Kj..q(s) = KpN sfl;lz)V' Avlis-
ning i diagrammet visar att fasen vid den nya skarfrekvensen 30 rad/s
ar —180 grader fore kompensering. Eftersom vi vill ha 40 graders fasmar-
ginal och eftersom vi senare kommer ldgga till ett lag-filter som sinker
fasen ytterligare 6 grader (om vi anvinder tumregeln) sa vill vi hgja fasen
med 46 grader. Ur diagrammet i formelsamlingen avlédser vi d& N = 6.1.
Formeln o, = bV N ger nu b = a)c/\/ﬁ = 30/\/6._1 = 12.1. Vid skérfre-
kvensen behover vi dven hoja forstarkningen med en faktor 103, vilket ger
K;v/N = 1000, dvs K;, = 1000/1/6.1 ~ 400. Avslutningsvis ges lag-linken
(satt M = c0) av Kjqe(s) = 2% med a = 0.1w. = 3. Regulatorn ges alltsa

av
s+12.1s+3

s+74 s

K(s) = Klead(s)Klag(s) = 2440 -



