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1. Taylorutveckling
(a) Se Analys i flera variabler. Taylorpolynomet for f blir
p(x1,x2) = f(x10,%20) + [, (%10, %20) (%1 — %10)

1
+ 1, (%10, %20) (2 — Xx20) + §f;’1x1 (10, 220) (%1 — x10)*

1
+ a2y (%10, %20 ) (X1 — X10) (X2 — X20) + Ef,ﬁ;@ (10, 220) (%2 — 220)*

(b) MacLaurin-utveckling av f ger

f(x)=f(0)+f'(0)x + o(x)

déar o(x) ("ordo x”) &ar en funktion som gar snabbare mot noll &n x da
x — 0. Nar x &r néra noll kan denna férsummas och vi far

flx)~1—2x
2. Matriser
(a) Inverserna ar A7 = —1/2
1/2 0 0 —-0.1 03 0
Ayl = [ 0 1/4 0 Azl = [ —-03 —01 0 ]
0 0 1/6 —0.02 0.06 —-0.2

1 d —-b
Al =
4 ad — be [—c a ]

Notera att A4 ar inverterbar endast om ad — bc # 0.

(c) Se sidorna 70-71 i Linjar algebra.

rang(A;) =1 rang(Ag) = rang(As) = 3



3. Egenvdrden

(a)
(b)

(c)

Fran definitionen for egenvirde och egenvektor har vi att Az = Az.

Egenvirdena till matriserna Aq, As och Ag &r
{—2} {2,4,6} {-5,—-1+3i}

Transformationsmatrisen

diagonaliserar A4 sa att

T_1A4T=[—1+3i 0 ]

0 —-1-3:

4. Forsta ordningens differentialekvation

(a)

Integrerande faktor till differentialekvationen

x(t) + 2x(¢) = 5u(t) (1)
ar e? (se Analys i en variabel). Om vi multiplicerar (1) med denna
far vi

d
a7 <e2tx(t)> = 5e%u(t)
Integrera och multiplicera bada sidorna med e~%
t
x(t) = e_Zt/ 5¢*u(s)ds + Ce (2)
0

Eftersom x(0) = 0 blir integrationskonstanten C = 0. Alltsa

() = /0 Be~2(t-3)y (5)ds (3)

Infor X (s) = L{x(¢)} och U(s) = L{u(¢)}. Om differentialekvationen
(1) Laplace-transformeras sa far vi

sX(s) —x(0) +2X(s) =5U(s)

Foljdaktligen blir

Vidare ar

>
~
—

~
N—"

L_l{ 45-2} =5e %
s

och eftersom x(0) = 0 blir alltsa

x(t) = f(¢) Ou(t) = /0 f(t—s)u(s)ds = /0 5e 2%y (s)ds



(c) Om x(0) # 0 forsvinner inte den forsta termen i (4), varfor l6sningen
aven kommer att innehalla en transient term (som gér mot noll med

tiden). Vi far

t
x(t) = xpe 2 + / 5e 2(=)y(s)ds
0
Samma resultat ger (2).

5. Exponentialmatrisen exp A

(a) Hérledningen i kapitel 5 i Lineédra system ger

t
x(t) = Al + / A=)y (s)ds

to

e2 0 0
expA; = e 2 expAs =0 et 0
0 0 €

och

1 (1 —i e 13 0 1 (1 1
s = E[l z][ 0 e—1—3i]_2[i —i]
—0.36  0.052
~ [—0.052 —0.36]

6. Tillstandsrepresentation
(a)
G(s)=C(sI—A)'B+D

(b) Rétterna till b kallas nollstéllen och rotterna till @ poler. Egenviardena
A; till A ar lika med rétterna till a, dvs a(A;) = 0.

(c) Motsvarande ekvation (5) ovan blir for detta system

t
x(t) = etxg + / A=) Bu(s)ds
0

och alltsa

t
y(t) = Cetxg + C/ eA=5) Bu(s)ds + Du(t)
0

Samma resultat fas genom att berikna den inversa Laplace-trans-
formen till G(s) = C(sI —A)"!B + D.

7. Stabilitet
(a) Ett system av differentialekvationer sédgs vara instabilt om det finns
l6sningar som &r obegrinsade for stora ¢.

(b) Egenvirdena till A ska ligga i vénster halvplan, dvs Re A; < 0.
(c) Las sidan 15.4 och framéat i Lineéra system.



8. Mer Laplace-transform

(a) Laplace-transformen U(s) = 1/s medfor att

Alltsa
y(t)=LHY} = (1-e)6(t) (6)

(b) En sinussignal med vinkelfrekvensen w in pa ett stabilt linjart system
G forstarks |G(iw)| och fasvrids arg G (iw). Foljdaktligen

y(t) = |G ()| sin(¢ + arg G(i)) = % sin(t — 77/4)

9. Begynnelse- och slutvirdessatserna

(a) Se avsnitt 14.12 i Lineéra system.

(b) Se avsnitt 14.12 i Lineéra system. For att slutvdrdessatsen ska kunna
anvandas for att berdkna lim;,, y(¢), maste sY(s) vara asymptotiskt
stabil (alla poler maste ha negativ realdel).

(c) Eftersom G &r stabil sa kan slutvirdessatsen anvéndas. Satsen ger
att

1. = 1. == 1. —_— =
tigloy(t) sl—I;%SG(S)U(S) 31—1;% (S + 1)8
vilket &r detsamma som fas om ¢ — oo i (6).

(d) Eftersom polerna till G ar +i, sa dr G ej asymptotiskt stabil. Foljdakt-
ligen géller ej slutviardessatsen. (Vad blir y(¢) i detta fall?)



