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Tillatna hjalpmedel

Matematiska tabeller (TEFYMA eller motsvarande), formelsamling i reglertek-
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Tentamensresultat
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den 15/5 klockan 12.30-13.00 i Lab C pa forsta vaningen i Maskinhuset.
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1. Ett system beskrivs av differentialekvationen

J(t) + 4y(t) + 3y(t) + u(t) = 2u(?).

a. Ar systemet asymptotiskt stabilt? (1p)
b. Finn en tillstandsrepresentation av systemet. (1p)
Solution

a. Laplacetransformering av differentialekvationen ger

s2Y (s) +4sY(s) + 3Y(s) + sU(s) = 2U (s)
> (s> +4s+3)Y(s) = —(s —2)U(s)

=2 ().

= Yls) = _(s—l- 1)(s + 3)

Overforingsfunktionen fér systemet ar alltsa

s—2

Gls) = (s+1)(s+3)

som har alla poler strikt i vinster halvplan. Alltsa ar systemet asympotitsk
stabilt.
b. Overforingsfunktionen for systemet ar

s—2 §—2
Gls) T (s+1)(s+3)  s2+4s+3

Den kanoniska observerbara tillstandsrepresentationen ges av

o[ et [ [
*Tla, 0% by T 28 0] 2|

y=[1 0]z

2. Antag att vi har processen G,(s) = Tlﬂ

a. Vad blir det stationéra felet da insignalen &r ett enhetssteg? (1p)

b. Lat oss nu aterkoppla och reglera processen med en regulator sa att u(t) =
% Jo 7(z) —y(z)dz, T; > 0 (u(t), r(¢) och y(¢) &r de vanliga beteckningarna
for styrsignal, referenssignal respektive utsignal). Vad blir det stationéra

felet av ett enhetssteg? (1p)

c. Lat nu referensvirdet vara en rampsignal med lutning ett och 7; = 0.5. Vad

blir det stationéra felet? Finns det nagot ¢ > 0 sa att y(¢) > 0.8? (1p)
Solution



a. Om insignalen &r ett enhetssteg blir R(s) = L. Felet fas av

E(s) = R(s) = Y(s) = B(s) = Gp(s)U(s) = (1 = Gp(s))R(s)

AN

Eftersom sE(s) ar stabil, kan slutviardesteoremet anvéndas. S& det statio-
néra felet blir

1 11
1 =limsE(s) =lim1 — =1 — = — ~
Jim e(t) = lim sE(s) = lim 1 — 77— 1111~ 00

b. Regulatorn har éverforingsfunktionen G,(s) = T . For det aterkopplade
systemet blir 6verforingsfunktionen mellan referens51gnalen och felet

1 1 Tis(s + 1.1)

T G0GE T T gy T T+ LT 41

U (s).

Med U (s) = 1 blir sE(s) stabilt och

lim e(t) = limsE(s) = 0.

t—00 s—0
c. Med U(s) = s% blir

Tis(s+11) 1 Ty(s+11) 1

E(s)= oot 1 1
() s24+11Ts+1s2 s24+11Tis+1s

sE(s) ar fortfarande stabilt och

tlim e(t) = lir%sE(s) = 1.1T; = 0.55.

Utsignalen kommer asymptotiskt ligga 0.55 under referenssignalen. Men
eftersom lim;_,, 7(t) = oo finns ¢ sadana att y(¢) > 0.8.

3. I Figur 1 visas Bode-diagrammen for tre olika stabila system benimnda A,

B och C.
a. Para ihop ritt Bode-diagram med ritt stegsvar i Figur 2. Svaren ska moti-
veras. (1.5 p)
b. System A &terkopplas med en P-regulator, Gr(s) = K. Bestam for vilka
viarden pa K > 0 som det aterkopplade systemet ar stabilt. (0.5 p)
c. System B aterkopplas med en P-regulator, Gg(s) = K = 1. Bestdam dodtids-
marginalen for systemet. (1p)
Solution

a. Faskurvan for system C visar att systemet har dodtid, darfor svarar system
C mot stegsvar II. Eftersom stegsvar III ar snabbare dn stegsvar I, maste
stegsvar III hora ihop med system A, da det har hogre brytfrekvens och ar
saledes snabbare. Svaret ar alltsa A - III, B - I, C - IL.
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Figur 1 Bode-diagrammen fér de tre olika systemen i uppgift 3.
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Figur 2 Stegsvaren for del olika systemen i uppgift 3.

b. Da fasen aldrig blir mindre &n —90° ar det aterkopplade systemet stabilt
for alla K > 0.

c. Ifran Bode-diagrammet fas att ¢,, = 180° — 75° = 105° = % - 2z rad vid
@, = 0.2. Saledes blir dédtismarginalen

Ln=%"~92s.
W
4. En process beskrivs av
2
G =
A )
a. Bestdm processens stegsvar i tidsdoménen, dvs y(¢). (1p)

b. Anvind Lambda-metoden for att finna en lamplig PI-regulator. Rdkna med
A = T. Svara med overforingsfunktionen for regulatorn. (2 p)

Solution

a. I Laplace-doménen &r sambandet mellan in och ut signal givet av

Y(s) = Gp(s)R(s).



D4 insignalen &r ett enhetssteg blir R(s) = 1 och

2 1 2
YO =619 575

1
55+ 1)

Invers Laplace-transform enligt regel 15 i formelsamlingen ger
2
=3 (1-e™).
y(t) =3 e

b. Vi bérjar med att bestdamma K. Eftersom insignalen &r ett enhetssteg ar
Au =1.Da ¢t = 0 &r y(t) = 0 och lim; o ¥(t) = 2 (jamfor med statiska
forstarningen G(0)). Saledes ar Ay = 2. Regulatorparmetern K kan da
bestammas

K =

For att bestamma T, vill vi veta vilken tid stegsvaret har natt 63% av
slutvéardet.

063 2-2 (1 — e_3t)

33
e 3 =1-063=0.37
;- _In (;'37 ~ 0.33.

Saledes viljs T; = 0.33. Regulatorns overforingsfunktion blir

1 3 1
ner =1 (14 ) =2 (14 51).

5. Para ihop varje Nyquistkurva (A, B, C och D) i Figur 3 med en av 6verfs-
ringsfunktionerna nedan. Observera att frekvensen som motsvarar @ = 1
ar markerad med en prick pa kurvorna. Svaren ska motiveras.

s 2 B 12
Gis)=e g G = 37
Ga(s) = s(si 1) Ga(s) = s —|—20.5
Gs(s) = Go(s) = ——

(s+1)(s+2)
(2 p)

Solution
G1(s) innehéller en tidsfordojning, vilket gor Nyquistkurvan spiralformad.
Nagon saddan kurva finns inte i figuren. G4(s) har statisk forstarkning 4
och en Nyquiskurva med denna statiska forstarkning forekommer inte hel-
ler. G3(s) innehaller en integrator, vilker gor att fasen inte borjar pa noll.
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Figur 3 Nyquistkurvorna till uppgift 5. Punkten pa kurvan som motsvarar @ = 1 ar
markerad med en roéd pick.

Den enda Nyquistkurva dar detta hénder, 4r kurva C. Gg(s) har statisk
forstarkning 2, vilket endast kurva B har. Nu aterstar endast Gy(s) och
Gs5(s). Deras argument fas av

. @ 0]
arg(Gq(iw)) = —arctan 3 arctan 7

. (o 0]
arg(Gs(iw) = —arctan 1~ arctan X

Genom att sétta in @ = 1 fas arg(Ga(il)) ~ —32° och arg(Gs5(il)) ~ —72°.
Saledes svarar A mot G5(s) och D mot Gsa(s).

Korrekt svar ar alltsa A - Gs(s), B - Gg(s), C - Gs(s) och D - Gg(s).

Pa reglerteknikinstitutionen pagar det just nu mycket forskning om regle-
ring av datormolnsystem. For att spara serverplats vill man kunna allokera
minne dynamiskt sa att en anvidndare bara far minne om det verkligen be-
hovs. Bodediagrammet for overforingsfunktionen G(s) mellan serverplats
och forfragan om plats fran en anvandardator for ett specifikt fall ges i figur
4. Systemet man tagit fram &r dock otillfredstédllande langsamt. Designa en
aterkoppling som gor systemet 10 ganger sa snabbt utan att forsamra ro-
bustheten i systemet. Se vidare till att det inte finns nagot stationarfel vid
stegsvar i referensvirdet. (4 p)



Bode Diagram
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Figur 4 Bodediagram for G(s) i problem 6

Solution

Bodeplotten i figur 4 ger skirfrekvensen @, = 0.3 och fasmarginal ¢,, = 74°.
Vi vill ha ett 10 ganger sa snabbt system d.v.s. vi vill ha en skérfrekvens
om w; = 3. For att inte minska robustheten i systemet maste vi behélla
fasmarginalen. Marginalen vid @] &r enligt bodeplotten ungefar 20°. For att
fa samma fasmarginal som vi hade vid w, = 0.3 behovs darmed ett faslyft
om 74 — 20 = 54° vid den onskade skéarfrekvensen w;. Notera att vi ser i
bodediagrammet att lim;_,g G(s) = oo, d.v.s. vi har en integrator i processen
sa kravet pa stationirfel vid steg kommer alltid att vara uppfyllt. Vi behover
alltsa inte nagon fasretarderade lank sa vi behover inte ta hinsyn till de
extra 6° som infors av en sadan! Infor istidllet en fasavancerande lank

1+s/b

1+s/(bN) (1)

Gr(s) = Kj

Fasavancering om 54° ger N =~ 7.5 enligt formelsamling. Vi vill héja fasen
precis vid var onskade skirfrekvens sa vi maste ha

b= jﬁ = 1.09. 2)

Notera att vi fran bodediagrammet far |G (iw+)| ~ 0.003. For att se till att
vi verkligen far den onskade skarfrekvensen maste vi vidare se till att

|G (iw*)||G(iw*)| = KxVN0.0033 = 1 = K;, = 12.7 (3)

Den fasavancerande ldnken i (1) ger nu en aterkoppling som uppfyller kra-
ven!

7. Ett system som bestar av tre sammankopplade delsystem kan ses i figur 5.



u 1 X1 1 X2 1 X3
s+1 s+2 s+3

Figur 5 Systemet i uppgift 7.

a. Skriv systemet i figur 5 pa tillstandsform x = Ax + Bu, med de i figuren
angivna tillstanden. (2 p)

b. Antag att man har tre sensorer och att vi kan méta samtliga tillstand. Gar
det med tillstindsaterkoppling att godtyckligt placera det slutna systemets
poler? Motivera ditt svar. (1p)

c. Antag att man vill reglera systemet i figur 5 men att man endast har till-
gang till en sensor. Vilken av signalerna xi,x9 eller x5 skall man méta om
man med en observerare vill kunna garantera att man kan skatta tillstan-
den godtyckligt fort? Motivera ditt val. (2 p)

Solution

a. Systemet kan skrivas som

X1 = 1
s+1 X1+ x1 u
X2:s—|1-2X1 % X9 +2x9 = x7 <& x=Ax+ Bu
1 X3+ 3x3 = x9
X3=53—|—3X2
dar
-1 0 O 1
A=|1 -2 0|, B=|0
0 1 -3 0

b. Det slutna systemets poler kan placeras godtyckligt om och endast om
styrbarhetsmatrisen har full rang. Styrbarhetsmatrisen ges av

1 -1 1
W,=[B AB A?B|=|0 1 -3
0 0 1

Determinanten av det(W;) = 1 # 0, dvs. styrbarhetsmatrisen har full rang.

c. Eftersom endast en sensor ar tillgdnglig kan vi inte méta linjarkombina-
tioner av tillstdnden. Saledes finns bara tre mdjliga val av C. Dessa ar

Ci=[A 0 0], Co=[0 A 0], C3=[0 0 A], A#0. (4)

En observerare kan skatta systemets tillstand godtyckligt fort om systemet
ar observerbart. Systemet ar observerbart om matrisen
C
W,=1| CA (5)
CA?



har full rang. Det enda av de tre mgjlig métsignalerna som uppfyller detta
ar Cs for vilken

Cy 0 1
W,=| GA | =A]0 1 -3
C3A2 1 -5 9

De andra mgjliga valen av C ger observerbarhetsmatriser som ej har full
rang.

8. Ett system ges av
. [—2 a + 1
X = 0o _3 X 0 u
y=[1 0]x«.

a. Lat a = 3, bestam ett Kalmanfilter for att skatta tillstinden, sadant att
polerna placeras i —3 och —5. Svara med filtret pa tillstandsform, déar till-

standen & ar de skattade tillstanden. (2 p)

b. Hade ett Kalmanfilter fungerat &ven om a hade varit en godtycklig (reell)

konstant? (1p)
Solution

a. Eftersom
det(A —sI) = (s +2)(s+3)

har systemet poler i —2 och —3. Med Kalmanfiltret blir systemmatrisen for
det skattade systemet

-2 3 k1 —2—ky 3 }

A—KC= - 1 0]= .
I P L] s
Egenvirdena till matrisen ges av det karakteristiska polynomet

s+2+k -3

det(sI — (A—KC)) = b st 3

':(s+2+k1)(s+3)+3k2
=52+ (5+ k1)s + 6 + 3k; + 3ks.

Enligt tumregeln bor Kalmanfiltrets poler vara 1.5-2 ganger snabbare dn
systemets. Vi viljer darfor att placera polerna i —3 och —5. Detta ger oss
det onskade karakteristiska polynomet

(s +3)(s +5) = s> + 8s + 15.
Jamforelse av koefficienter ger

st 5+k =8
s¥: 8k + 3ky+6 = 15.

10



Saledes ger k1 = 3 och ky = 0 det 6nskade Kalmanfiltret som pa tillstands-

form blir
dz -5 37. 1 3
Lo —s3|* ol |o]”

. Systemet maste vara obersverbart for att ett Kalmanfilter skall fungera.
Genom att stélla upp observerbarhetsmatrisen

C 1 0
%=l =
CA -2 a
ser vi att systemet dr observerbart da
det(W()) =a 75 0.

Saledes fungerar det att skatta tillstinden med ett Kalman-filter for alla
a # 0.
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