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Tillatna hjalpmedel
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forsta vaningen i Maskinhuset samt pa institutionens hemsida. Visning samma
dag kI 12.00-12.30 i labbet pa forsta vaningen.
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1. En roterande robotarm kan beskrivas av den lineira differentialekvationen

mq(t) +dq(t) + 9q(t) = 7(¢) ,

dar m, d och g ar parametrar, q(t) ar ledvinkeln och 7(¢) &r vridmomentet pa
leden. Lat insignalen u = 7 och utsignalen y = g. Antag 4ven att parametern

m = 1.
a. Bestam overforingsfunktionen G(s) fran insignal till utsignal. (1p)
b. Infor ldmpliga tillstdnd och skriv systemet pa tillstandsform. (1p)
c. Beridkna systemets poler. (1p)
Solution

a. Lat y(t) = q(¢) samt u(¢) = 7(t). Laplacetransformering av differentialekva-
tionen ger

U(s) = s?Y(s) + dsY(s) + gY(s) = (s> + ds + 9)Y(s) ,
varfor 6verféringsfunktionen G(s) kan skrivas

Y(s) 1

Gls) = U(s) s2+ds+g’

b. Da systemet 4r av andra ordningen kravs tva tillstand for att realisera
systemet pa tillstandsform. Infor saledes tillstdnden x; = y och x9 = y.
Med dessa tillstand fas

X1 =Yy =X

Xo=y=u—dy—gy=u—dxg— gx; .

Med tillstandsvektorn x = [x; x2]” kan systemet skrivas

0 1 0
5c={ }x#—[ }u=Ax+Bu
—g —d 1
y=[1 0Jx=Cx.
c. Polerna till systemet berdknas antingen som egenvardena till systemmatri-
sen A i tillstandsbeskrivningen eller som rétterna till ndmnarpolynomet i
overforingsfunktionen. Bada angreppséitten ger ekvationen

s?+ds+g=0,

vilken har lésningarna

d
81,2=—§:|: —-— —q.
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2. Med hjélp av systemidentifiering har 6verforingsfunktionen G(s) for en
process bestamts. Overforingsfunktionen kan skrivas

5

Gp(s) = (14 0.1s)(1+0.3s)(1 4+ 0.7s) ~

Systemet aterkopplas med en enkel P-regulator med overféringsfunktion
Gr(s) = K. Bodediagrammet for Go(s) = Gp(s)Gr(s) i fallet K = 1 kan
ses i Figur 1.

Bode Diagram

Magnitude (abs)

-90} 1

Phase (deg)

-180f §

-270 i i i
2 -1 0 1

10 10 10 10
Frequency (rad/sec)

Figur 1 Bodediagram for kretsoverforingsfunktionen Gy(s) i uppgift 2.

a. Hur mycket kan P-regulatorns forstarkning K o6ka utan att systemet blir

instabilt? (1p)

b. Vad ar systemets fasmarginal i fallet da P-regulatorns forstiarkning ar K =

1? (1p)
Solution

a. Hur mycket forstiarkningen i regulatorn kan 6ka med bibehallen stabili-
tet bestams av amplitudmarginalen for kretsoverforingsfunktionen Gy(s) =
Gp(s)Gg(s). Amplitudmarginalen A,, bestims genom avlidsning i Bode-
diagrammet vid den frekvens @, dir arg Go(iwy) = —180°, det vill sa-
ga i det har fallet d& wy = 7.24 rad/s. Avlasning i Bodediagrammet ger
|Go(iwg)| = 0.33, varfor

1

A, =— ~30.
™ 0.33
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b. Fasmarginalen ¢,, lases av i fasdiagrammet vid den frekvens o, dar |G (io.)| =]}
1, det vill séiga i det har fallet da @, = 4.0 rad/s. Avlédsning ger

Om =37.7°.

3. En vattentank med dynamik liknande den i den undre tanken i Lab 1 och
2 har overforingsfunktionen

2
@)= Fi5sve

fran insignal till utsignal.
a. Ar systemet asymptotiskt stabilt, stabilt eller instabilt? (1 p)
b. Vid ett tillfdlle appliceras insignalen u(¢) = 2sin(¢) pa systemet. Bestdm

utsignalen efter det att transienten har avklingat. (1p)
c. Vad é&r systemets statiska forstarkning? (1p)

Solution

a. Stabiliteten avgors genom att berdkna polernas placering i det komplexa
talplanet. For det aktuella systemet fas polerna direkt som lésningen till
ekvationen

s +55+6=0,

vilken har lésningarna
s;1 =—2och sg =—-3.

Da polerna ar lokaliserade strikt i vinster halvplan i det komplexa talplanet
foljer att systemet dr asymptotiskt stabilt.

b. D4 insignalen dr en sinussignal med frekvensen @ = 1 rad/s kommer ut-
signalen y(t) ocksa att vara en sinussignal med samma frekvens som insig-
nalen, dock med fordndrad amplitud och fas, efter det att transienten har
avklingat. Utsignalen kan skrivas

y(t) = 2|G(iw)|sin(t + arg G(iw)) .

Vardena pa |G(iw)| och arg G(iw) berdknas ur éverforingsfunktionen G(s)
for @ = 1 rad/s. En faktoriseringen av téljaren i G(s) ger

2 2
T 245546 (s+2)(s+3)°

G(s)

For absolutbeloppet giller att

2 2
(lo+2)(i0+3)| Vo2 +22V0? + 32

. 2 2
=160l = ar s ~ vao ~ 0%

|G (iw)| =
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Vidare giller for argumentet

2 = —arctan @ arctan ®
io+2)io+3) 2 3
(

arg G(iw) = arg
. 1 1
= arg G(i) = —arctan 5~ arctan 3~ —0.79 .

Saledes fas slutligen utsignalen

y(t) = 0.57sin(¢ — 0.79) .

=

c. Den statiska forstarkningen ges av G(0) =

4. Betrakta systemet
1

Gr = s(2s+1)

a. Aterkoppla systemet med en konstant regulator G, (s) = K sa att systemet
far en fasmarginal pa 25°. (2 p)

b. Kommer det aterkopplade systemet ha ett stationért fel pa utgangen om
referenssignalen antas vara ett enhetssteg. Ange i sa fall hur stort felet
ar? (2 p)

Solution

a. arg(KGp(io.)) = —90° — arctan(2w.) = —(180 — 25) = w. = 1,072rad/s

. _ K _ _
G Grlioe)| = K =15 K =2,54

b. Det stationara felet for systemet blir

1 _ s(2s+1)

E(s) = R(s) - Y(s) = 1+ Gp(S)Gr(S)R(S) Ts@s+ 1)+ K (s)

dar R(s) ar insignalen och E(s) ar felet. Slutvirdesteoremet ger da:

. ) s(2s+1)
o = imsE(s) = lim ——— 2 _
¢oo = NmsE(s) = lim oo T+ K

Det gar ocksa att se svaret utan utriakningar da systemet har en pol i origo.

5. Bestiam overforingsfunktionen for det system vars Bodediagram visas i fi-
gur 2. (2 p)

Solution
Bodediagramets amplitudkurva har en lagfrekvensasymptot med lutningen
—1 varfor vi kan sluta oss till att systemet innehaller en intgrator. Vidare
ser vi att systemet har en brytfrekvens vid w; = 0.4rad/s dar amplitud-
kurvan byter upp till lutning 0. Amplitudkurvan bryter slutligen ned, med
lutning —2, vid wy = 10rad/s. Det sokta systemet &r saledes

s/04+1

G(S) IKW (1)
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For att bestdimma K tittar vi pa en punkt pa systemets lagfrekvensasymptot
dar K
Glio)| ~ —. 2
Glio)] ~ = 2)

for ® = 0.1 rad/s ar |G(i0.1)| = 20 = %. Saledes dr K = 2.

6. En process Gp(s) regleras med en Pl-regulator Gg(s) med parametrar K =
1 och T; = 1, se blockschemat i Figur 3. Overforingsfunktionen for processen

har bestamts till
s+4

(s+1)(s+3)°

En storning v paverkar ocksa insignalen till processen.

GP(S) =

a. Lat G¢(s) = 0. Stérningen v utgoérs under lang tid av en sinussignal med
amplitud 3 och vinkelfrekvens wy = 2 rad/s, det vill siga

v(t) = 3sin(2t) .

Vad blir storningens bidrag till utsignalen efter att transienterna har av-
klingat? (2p)

b. Antag att storningen v ar métbar. Bestdm 6verféringsfunktionen for G¢(s)
sadan att storningens inverkan pa utsignalen elimineras. Vad kallas denna
teknik for att eliminera mitbara stérningar? Gor en intuitiv tolkning av
ditt resultat. (2p)

Solution

Bode Diagram

10° - RN R A - o

Magnitude (abs)

Phase (deg)

1 | =
107" 10° 10' 10°
Frequency (rad/sec)

-180 &= !

Figur 2 Bodediagram for systemet i uppgift 5.
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Figur 3 Blockschema for systemet i uppgift 6.

a. Da insignalen ir en sinussignal med en konstant vinkelfrekvens dr det kant
att aven utsignalen kommer att vara en sinussignal, dock med fordndrad
amplitud och fasforskjutning. Foriandringen definieras av éverforingsfunk-
tionen fran v till y. Saledes maste denna beridknas. Da regulatorn ar en
PI-regulator foljer att 6verféringsfunktionen Gg(s) kan skrivas

GR(s):K<1+%> =1+%=SJSr1 .
Fran blockschemat fas sedan direkt
Y(s) = Gp(s)[V(s) + Gr(s)(R(s) — Y(s))]
=Y~ 1,06 O T4 Gy R

Faktorisera processens overforingsfunktion enligt

s+4 s+4

GP(S):S2+4S+3: (s+3)(s+1) "

Overforingsfunktionen fran v till y blir saledes

s+4
G = Gp(s) _ (s+3)+(s+1) _ s(s+4)
Y14 Gp(s)Gr(s) 1+ it tE s+ D(s+2)7

Effekten pa utsignalen kan nu berdknas

y(t) = 3|Gyy(i2)| sin(2¢ + arg Gy, (i2)) ,

dar
o | i2G2+4) | 2v20 1
G2 = | DGz 1 22| = V5(v8)2) 2
i2(i2 +4)

arg G,y (i2) = arg @+ D2+ 2? =

1
= g + arctan 3~ arctan2 — 2arctan 1 ~ —0.644 .
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Saledes fas bidraget fran stérningen pa utsignalen enligt
3 .
y(t) = 3 sin(2¢ — 0.644) .

b. Overféringsfunktionen G(s) bestims nu sa att effekten av stérningen i ut-
signalen elimineras. Denna teknik kallas framkoppling. Fran blockschemat
foljer att foljande samband géller

Y(s) = Gp(s)[V(s) + G(s)V (s) + Gr(s)(R(s) — Y (s))]
=
Y(s) = Gp(s)[1 + G (s)]V(s) + Gp(s)Gr(s)[R(s) — Y(s)] .

Med valet G¢(s) = —1 inses att storningens effekt pa utsignalen elimi-
neras. Detta dr intuitivt om blockschemat studeras, eftersom stérningen
kan elimineras genom att addera just stérningens aktuella matvirde till
insignalen f6r processen.

7. En process har éverféringsfunktionen

2 _
GP(S):S+1e "

och ska regleras med en proportionalregulator med forstiarkningen K enligt
figur 4. Bestam for vilka K det slutna systemet ar stabilt for alla tidsfor-
drojningar L. (2 p)

Solution
Eftersom det slutna systemet ska vara stabilt for alla L > 0 sa kan fasen
bli —180° for godtyckligt 1ag frekvens. Eftersom amplituden av processen ar
avtagande med frekvensen sa maste alltsa lagfrekvensforstirkningen vara
< 1. Detta ger K < 0.5 (strikt olikhet).

|_|'—1I

Figur 4 Reglerkrets - Problem 7.
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8. Mingden pengar x pa ett bankkonto, som fran borjan innehaller 1000 kr,
kan modelleras av

x=rx+u, x(0)=1000

dar r > 0 ar den kontinuerliga effektiva rdntan och u ar insattningstakten
(uttag fran kontot motsvaras av att u < 0).

a. Antag att kontohavaren later u = Kx. Bestdm for vilka K som méngden
pengar pa kontot:
1. vaxer obegrinsat
2. haller sig konstant
(2 p)

b. Antag att de pengar som tas ut fran kontot laggs i en madrass (som inte
ger nagon ranta). Lat miangden pengar i madrassen betecknas av z och stall
upp en differentialekvation som visar hur z beror pa x. (1p)

T
c. Antag att K = —r och infor tillstandsvektorn ( X z ] . Redogor for det

slutna systemets stabilitet och ge en tolkning av vad detta innebér for peng-
améngderna. (2 p)

Solution

a. x =rx+u=rx+Kx = (r+ K)x. x vixer obegréinsat (systemet ar instabilt)
omr+ K >0,dvs K > —r.

x blir konstant om x =0=r+ K =0, dvs K = —r.

b. 2=—-—u=—-Kx

=6 B ()= (0 o) ()

Karakteristiskt polynom ar s? vilket ger tva poler i s = 0. Dubbelpol pa
imaginira axeln ger att systemet &r instabilt. Eftersom méingden peng-
ar pa kontot ar konstant sad maste detta innebidra att méangden pengar i
madrassen vixer obegrinsat. (Det kan ju lata bra, men vi har inte tagit
hansyn till inflationen...)

2011-08-18 16:51 9



